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Esipuhe

Tadmén monisteen tarkoituksena on tutustuttaa lukija graafiteorian peruskisitteisiin
ja -tuloksiin. Vaikka algoritminen graafiteoria on tietokoneiden laskentatehon kas-
vun myo6ta tullut yhd merkittavimmaksi, pddpaino tdssd monisteessa on kuitenkin
perinteiselld graafiteorialla. Moniste siis sisdltdd huomattavan méaaran lauseita ja
niiden todistuksia. Algoritmista graafiteoriaa kidsiteellddn vain lyhyesti. Monisteen
keskeisind ldhteind ovet olleet Thulasiramanin ja Swamyn [17] sekd Rosenin [15]
kirjat. Muita kirjallisuusluettelossa mainittuja teoksia on kiytetty tukemaan edelld
mainittuja ldhteita.

Monisteen aiempia versiota on kéytetty Tampereen yliopiston matematiikan
opiskelijoille pidetyilld aineopintojen tasoisilla graafiteorian kursseilla. Esitietoina
kursseilla on edellytetty diskreetin matematiikan perustietoja (esimerkiksi Merikoski,
Virtanen & Koivisto [13]). Monisteen teknisestd toimitustyostd haluamme kiittaa
Heikki Rantalaihoa ja Helmi Untista.

Tampereella kesdkuussa 2001

Pertti Koivisto Riitta Niemisto

Toisessa painoksessa olemme korjanneet muutamia painovirheiti ja tehneet pie-
nehkoja siséllollisia muutoksia. Kiitimme Jarmo Niemeldd hyvin tehdysta teknisestd
toimitustyosta.

Tampereella tammikuussa 2018 P.K. R.N.
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Lukul

Peruskasitteita

Aluksi madrittelemme muutamia peruskdsitteitd. On syytd huomata, ettd graafiteorian
terminologiassa on kirjallisuudessa paljon kirjavuutta. Tdssd monisteessa kdytetyt
midritelmadt ja termit eivit vilttimattd ole aivan samat kuin jossain muussa esityksessa.
Esimerkiksi jo pelkkd graafin késite voidaan midritelld (ja myods méiritelldin)
hyvinkin monella toisistaan eroavalla tavalla. Keskeisimmat kisitteet on annettu
myOs englanniksi, jotta kirjallisuuteen tutustuminen olisi helpompaa. On kuitenkin
muistettava, ettd myos englanninkielisessd terminologiassa on kirjavuutta.

1.1 Maaritelmia

Miaritelméa 1.1. Yksinkertainen graafi (simple graph) G on pari (V, E), missa
V # 0 on ddrellinen joukko ja E on ddrellinen joukko jarjestamittomid pareja
{u,v}, missa u,v € V, u # v. Joukon V alkioita sanotaan solmuiksi (vertex, mon.
vertices) tai pisteiksi ja joukon E alkioita sdrmiksi (edge) tai viivoiksi.

Yksisolmuista yksinkertaista graafia sanotaan triviaaliksi graafiksi (trivial graph).
Yksinkertaisen graafin mairitelmasté seuraa, etti triviaalissa graafissa ei ole yhtdén
sarméi (ks. kuva 1.1). Joissakin kirjoissa my0s nollagraafia (null graph) eli paria
(0, 0) pidetddn graafina. Tdssd monisteessa nollagraafi ei ole graafi (ellei erikseen
toisin mainita).

Gy: Gyry, v,

Ve V3 Vy
Kuva 1.1. Triviaali graafi G; = ({v},0) ja yksinkertainen graafi G, = ({vi, v2, v3, v4},

v, vah v, vsh {va, v3}, {v3, va}}).

Joskus on tarkoituksenmukaista tarkastella graafeja alkeellisemmin, esimerkiksi
kuvion avulla (ks. esimerkiksi kuva 1.1). Talloin esimerkiksi yksinkertainen graafi
voidaan médritelld seuraavalla médritelmén 1.1 kanssa yhtidpitivilla tavalla.



Mairitelmi 1.2. Yksinkertainen graafi koostuu solmuista ja niitd yhdistavisti
sarmista, missa

1. kahden eri solmun vililld voi olla korkeintaan yksi sdarmi,

2. solmusta ei voi olla sdrmaéd solmuun itseensa.

Mairitelma 1.3. Multigraafi (multigraph) on yksinkertaisen graafin yleistys,
jossa kahden eri solmun vililld voi olla useita (dédrellinen méaard) sarmia.

Kuva 1.2. Multigraafi (V, E), missd V = {vi,va,v3} ja E = {ey, e2, €3}.

Vaikka edelld oleva multigraafin méérittely tuntuu luonnolliselta, méiéritelméssa
on tiettyjd ongelmia. Multigraafi voidaan nimittdin maéritellda kahdella toisistaan
poikkeavalla tavalla.

Ensiksikin voidaan ajatella, ettd kun meilld on moninkertainen sirmé, niin itse
asiassa télloin vain sama sidrmai esiintyy useamman kerran. Multigraafi on télloin siis
pari (V, E), missd V on dérellinen epityhji solmujoukko ja sarméjoukko E on joukon V
jarjestamittomien pisteparien {u, v} (u # v) muodostama multijoukko (multiset).
Sarmén kertaluku ilmoittaa, kuinka monta kertaa sirma kuuluu multijoukkoon.
Joissakin tilanteissa timé on hyvinkin jiarkeva tulkinta multijoukolle. Tulkintaa
kayttivit esimerkiksi Ruohonen [16] ja Wilson [21].

Toisaalta voidaan ajatella, ettd kun meilld on moninkertainen sarma, meilld on
useita eri sdrmii. Talloin sdrma on siis itse asiassa jérjestetty pari (e, {u, v}). Multi-
graafi (V, E) muodostuu nyt ddrellisestd epatyhjastd solmujoukosta V, dédrellisesti
sarmdjoukosta E ja funktiosta

fE—->{{uv}|luveV,u+tv}.

Jos f(e1) = f(ey), sirmit e ja e, ovat rinnakkaisia (parallel). Tamékin tulkinta on
joissakin tilanteissa luonnollinen. Tulkintaa kéyttavit esimerkiksi Rosen [15] sekd
Thulasiraman ja Swamy [17].

Edelld esitetyt midrittelytavat johtavat joissakin tapauksissa myos eri tuloksiin.
Esimerkiksi multigraafien leikkaus (ks. madritelmi 1.32, s. 22) riippuu olennaises-
ti siitd, kumpaa maérittelytapaa kiytetadan. Tdssd monisteessa pyritddn kuitenkin
vilttamaan tilanteita, joissa médrittelytapojen eroista voi aiheutua sekaannusta. Jos
kuitenkin epéselvyytti esiintyy, kiytetddn jalkimmadistd madrittelytapaa (ellei toisin
mainita).



Mairitelmi 1.4. Pseudograafi (pseudograph) on multigraafin yleistys, jossa
solmusta voi olla sdrma tai sarmid solmuun itseensa. Naitd sarmid sanotaan
luupeiksi (loop).

Kuva 1.3. Pseudograafi (V, E) = ({vi, v2, v3}, {e1, €2, €3}).

Maaritelma 1.5. Suunnattu graafi (directed graph, oriented graph) eli digraafi G
on pari (V, E), missd V # 0 on aéarellinen joukko ja E on joukko jirjestettyja
pareja (u,v), missd u,v € V.

Vi \F
v, Vg
Kuva 1.4. Suunnattu graafi (V,E) = ({vi,v2, v3,va}, {(v1,v2), (v1,v4), (v2, v1), (v2, v3),

(v4,v3), (v4, v4)}).

Suunnatun graafin sdrmia sanotaan kaariksi tai nuoliksi (arc). Koska suunnatun
graafin médritelméssi ei edellytetd, ettd u # v, suunnatussa graafissa voi olla luuppeja.
My®6s suunnatun graafin voi madritelld alkeellisemmin.

Mairitelmi 1.6. Suunnattu graafi koostuu solmuista ja niitd yhdistavista kaa-
rista, missa

1. kahden eri solmun vililld voi olla korkeintaan kaksi kaarta, yksi kumpaan-
kin suuntaan,

2. solmusta voi olla kaari solmuun itseensa.

Mairitelma 1.7. Suunnattu multigraafi (directed multigraph) on suunnatun
graafin yleistys, jossa voi olla moninkertaisia kaaria.




Kuva 1.5. Suunnattu multigraafi (V, E) = ({vi, v2}, {e1, €2, e3}).

Kun tdssd monisteessa puhutaan pelkistd graafista, tarkoitetaan yleensd miti
tahansa suuntaamatonta graafia. Jos kuitenkin graafin luonne on asiayhteydesti selva,
lisdmadre on usein jitetty pois.

Graafin G = (V, E) solmujoukolle V voidaan tarvittaessa kdyttdd merkintdd V(G)
ja sarmdjoukolle E merkintdd E(G).

Mairitelmai 1.8. Painotettu graafi (weighted graph) on graafin yleistys, jossa
jokaiseen sdrmadn on liitetty jokin luku. Téta lukua sanotaan sdrmén painoksi.

Mairitelmi 1.9. Merkinnilld w(-) tarkoitetaan sdrmén painoa tai painotetun
graafin sdrmien yhteenlaskettua painoa.

Esimerkki 1.1. Kuvan 1.6 graafissa G sdrmien painot ovat

w({vi,v3h) =5, w({va,va}) =3 ja w({vi,vn}) =4

Graafin G sarmien yhteenlaskettu paino w(G) on 12.

2 4 Vs,

Kuva 1.6. Painotettu graafi G, joka mallintaa Pythagoraan lausetta.



1.2 Esimerkkeja

Graafeilla voidaan mallintaa monia asioita. Seuraavassa on neljd esimerkkid graafien
kaytostd mallina.

Esimerkki 1.2. Graafien avulla voidaan mallintaa eri eldinlajien vélistd vuorovaiku-
tusta. Esimerkiksi ekosysteemissi lajien vilistd kilpailua voidaan mallintaa graafilla,
joka kuvaa ekologisten lokeroiden paillekkdisyytta (niche overlap graph). Graafissa
kutakin eldinlajia vastaa oma solmunsa ja kaksi eri solmua on yhdistetty siarmalld
vain, jos kyseisid sdrmid edustavat eldinlajit kilpailevat keskenéén eli kdyttavit samoja
ravintovaroja. Kuvan 1.7 graafi mallintaa metséin ekosysteemii. Graafin perusteella
esimerkiksi orava ja supi ovat keskendin kilpailevia lajeja, mutta varis ja padstdinen
eivit ole.

. Haukka
Supi Pollo
. Orava .
Opossumi Varis
Pddstdinen Tikka

Kuva 1.7. Ekologisten lokeroiden paillekkaisyys.

Esimerkki 1.3. Ryhmén kdyttaytymistd tutkittaessa voidaan havaita, ettd jotkut ryh-
maén jidsenet voivat vaikuttaa ryhmin muiden jisenten kayttaytymiseen. Téllaista
kayttdytymistd voidaan mallintaa suunnatulla vaikutusvaltagraafilla. Kutakin ryh-
min jasentd edustaa oma solmunsa. Solmujen a ja b vililld on sdrmi solmusta a
solmuun b, jos solmua a edustava henkilo vaikuttaa solmua b edustavan henkilon
kayttdytymiseen. Kuvan 1.8 graafin mukaan esimerkiksi Kaisa voi vaikuttaa Raijan
kayttdytymiseen, Raija voi vaikuttaa Tiinan kiyttdytymiseen ja Tiina voi vaikuttaa
Kaisan kiyttdytymiseen.

Tiina Mira
Anna

Raija Kaisa

Kuva 1.8. Ryhmin jdsenten vaikutus toistensa kiyttaytymiseen.

Esimerkki 1.4. Turnausta, jossa jokainen joukkue pelaa toistaan vastaan tdsmaélleen
kerran, voidaan mallintaa suunnatulla graafilla. Talloin kutakin joukkuetta vastaa oma

10



Tsekki

Saksa Ruotsi

Kanada Suomi

Kuva 1.9. Vuodenvaihteen 1996-97 jaidkiekon nuorten MM-kisatulokset.

solmunsa ja graafissa on sidrmaé (a, b), jos joukkue a voittaa joukkueen b (oletetaan,
ettd tasapeli ei ole mahdollinen). Esimerkiksi kuvan 1.9 turnauksessa Suomi on
voittamaton ja Ruotsilla on yksi voitto sekéd kolme tappiota.

Esimerkki 1.5. Tietokoneohjelman kiskyjen suoritusjérjestystid voidaan mallintaa
suunnatulla graafilla. Graafissa kutakin kiskyé edustaa oma solmunsa ja solmusta a
on sirmi solmuun b, jos solmun a edustama késky suoritetaan ennen solmun b
edustamaa késkyd. Kuvan 1.10 suunnatussa graafissa G esimerkiksi kiskya ss5 ei
voida suorittaa ennen késkyji sy, 57 ja s4, mutta kdskyt s5 ja s¢ voidaan suorittaa
samanaikaisesti. Yksinkertaisuuden vuoksi “turhat” sdarmét voidaan jéittda pois.
Talloin saadan suunnattu graafi G.

s1: a:=0 G,:

s bi=1 : 2
s3: c:=a+1

s4: d:=a+b

s5: e:=d+1 s S
s¢: fi=c+d

Kuva 1.10. Tietokoneohjelman kiskyjen suoritusjirjestys.

11



1.3 Terminologiaa

Seuraavaksi esitimme vield muutamia graafeihin liittyvid perustermeji ja tarkas-
telemme joitakin graafien perusominaisuuksia. Luvun 1.1 tapaan tutkimme ensin
suuntaamattomia graafeja ja sitten suunnattuja graafeja.

Maaritelmé 1.10. Olkoon solmujen « ja v vililld sdrma e. Silloin
1. solmut u ja v ovat vierussolmut (adjacent, neighbors),
2. sarmi e yhdistdd (connects) solmut u ja v,

3. solmut u ja v ovat sirmin e pdcdtesolmut eli pddtepisteet (end vertices,
end points),

4. sirmi e kulkee solmujen u ja v kautta (incident with).

Mairitelmi 1.11. Solmun aste (degree) deg(-) ilmaisee kuinka monen sdarmin
paitesolmuna solmu on. Luupilla tulkitaan olevan kaksinkertainen péaétesolmu.

Miaritelmé 1.12. Solmu u on eristetty (isolated), jos deg(u) = 0, ja solmu u
on loppusolmu (pendant vertex), jos deg(u) = 1. Jos sarmin paitesolmuna on
loppusolmu, sdrmi on loppusdrmd (pendant edge).

Esimerkki 1.6. Kuvassa 1.11 solmujen asteet on merkitty solmujen viereen. Solmu v4

on eristetty solmu ja solmu vs loppusolmu. Luuppi kasvattaa solmun v, astetta
kahdella.

G:
deg(vy) =4
2 deg(vy) =4
v, vy deg(v3) =3
deg(v4) =0
Vs oV, deg(vs) =1

Kuva 1.11. Graafi G ja graafin G solmujen asteet.

Seuraavaksi esitimme kaksi yksinkertaista tulosta, joita yksinkertaisuudestaan
huolimatta tarvitaan varsin usein.
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Lause 1.1 ("Handshaking theorem”). Olkoon (V, E) suuntaamaton graafi.
Silloin
D|E| = Z deg(v).

veV

Merkinndlld | - | tarkoitetaan joukon alkioiden (tdssd siis sdrmien) lukumddrdd.

Todistus. Kukin sidrmad lisdd solmujen astelukujen summaa kahdella. O

Lause 1.2. Suuntaamattomassa graafissa on parillinen mdcdird paritonasteisia
solmuja.

Todistus. Olkoon (V, E) suuntaamaton graafi, ja olkoon V; niiden solmujen joukko,
joiden asteluku on pariton, ja V, niiden, joiden asteluku on parillinen. Koska joukot
V1 ja V, ovat erillisida ja V = V| U V5, niin lauseen 1.1 perusteella

2|E| = Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(v).

veV vev; veVy

Siis paritonasteisten solmujen astelukujen summa

Z deg(v) = 2|E| - Z deg(v).

vevV) VeV,

Kun v € V;, niin deg(v) on parillinen, joten summa », deg(v) on parillinen. Koska

veV,

my0s 2|E| on parillinen, on myoskin erotus 2|E| — ), deg(v) parillinen. Koska nyt
veV,

yhteenlaskettavat deg(v) ovat summassa », deg(v) parittomia ja yhteenlaskettavien

vev;
summa on parillinen, tdytyy yhteenlaskettavia olla parillinen mééri. Siis joukossa V)

on parillinen médri alkioita eli graafissa on parillinen méird solmuja, joiden asteluku
on pariton. i

Miaritelmi 1.13. Olkoon G = (V, E) suuntaamaton graafi. Silloin

6(G) = meig(deg(V))

on graafin solmujen minimiaste (minimum degree) ja

A(G) = max(deg(v)

maksimiaste (maximum degree).

Esimerkki 1.7. Kuvan 1.11 graafin minimiaste on nolla ja maksimiaste nelja.

13



Tarkastelemme seuraavaksi suunnattuja graafeja. Niiden terminologia on osittain
sama kuin suuntaamattomien graafien terminologia.

Miaéritelmé 1.14. Olkoon e = (u, v) suunnatun graafin kaari solmusta u sol-
muun v. Silloin

1. solmu u edeltdd (is adjacent to) solmua v,
2. solmu v seuraa (is adjacent from) solmua u,
3. solmu u on sdarmin e ldhtosolmu (initial vertex),

4. solmu v on sdrmin e maalisolmu (terminal vertex).

Mairitelma 1.15. Solmun lihtoaste (out-degree) deg”(-) tarkoittaa niiden
kaarien lukumairi, joiden lahtosolmuna solmu on. Vastaavasti solmun tuloaste
(in-degree) deg™ (-) tarkoittaa niiden kaarien lukumaiérai, joiden maalisolmuna
solmu on.

Esimerkki 1.8. Kuvassa 1.12 nédkyvit graafin G solmujen 14ht6- ja tuloasteet.

G deg*(v)) =1, deg™(v1) =0,
Vi 2 deg™(v2) =2, deg (v2) =2,

deg*(v3) =1, deg (v3) =2,
v oy, deg®(v4) =0, deg (v4)=0

Kuva 1.12. Suunnatun graafin G 14hto- ja tuloasteet.

Seuraava lause vastaa lausetta 1.1 suunnatuille graafeille. Myoskin titd lausetta
tarvitaan melko usein.

Lause 1.3. Olkoon (V, E) suunnattu graafi. Silloin

D, deg"(v) = ) deg™(v) = |E|.

veV veV

Todistus. Kukin sdrma lidhtee jostakin solmusta ja tulee johonkin solmuun. Siis kukin
sdarma lisdd sekd lahto- ettd tuloasteiden summaa yhdella. O

14



1.4 Joitakin erikoisia yksinkertaisia graafeja

Joillakin yksinkertaisilla graafeilla on erityinen nimi, jotta niihin on helppo viitata.
Seuraavaksi méirittelemme muutamia tillaisia graafeja.

Maaritelma 1.16. Yksinkertainen graafi on tdydellinen (complete), jos jokai-
sen kahden eri solmun vililld on sarma. Tédydelliselle n-solmuiselle graafille

kdytetddn merkintdd K,.

X ¥ &

Kuva 1.13. Taydelliset graafit K, K, . . .,

Taydellisessa graafissa K, on n(n — 1)/2 sirméaa. (Totea.)

Mairitelma 1.17. Yksinkertainen graafi on k-sddnnollinen (k-regular), jos sen
jokaisen solmun aste on k.

Kuva 1.14. Graafi G| on 2-sédéinnéllinen ja graafi G, on 3-sdénnollinen.

Taydellinen graafi K, on (n — 1)-sdénnollinen.

Miaritelmé 1.18. Suuntaamaton graafi (V, E) on kaksijakoinen (bipartite),
jos solmujoukko V' voidaan jakaa kahteen sellaiseen epityhjiéin joukkoon V)
ja V,, ettd jokaisen sdrmén toinen paitesolmu kuuluu joukkoon V; ja toinen

joukkoon V.

15



Kuva 1.15. Kaksijakoinen graafi G| ja kolmijakoinen graafi G,.

Kaksijakoisen graafin kisite voidaan yleistdd luonnollisella tavalla, vaikkakin
k-jakoisista graafeista useimmiten tarvitaan juuri kaksijakoisia.

Mairitelmi 1.19. Suuntaamaton graafi (V, E) on k-jakoinen (k-partite), jos on
olemassa sellainen solmujoukon V luokkajako {Vi, V,, ..., Vi }, ettd joukon E
minkdin sdarmédn molemmat padtesolmut eivit kuulu samaan joukkoon V;.

Maairitelma 1.20. Yksinkertainen graafi K, on tdydellinen kaksijakoinen
graafi (complete bipartite graph), jos sen solmut voidaan jakaa kahteen sellaiseen
m- ja n-alkioiseen osajoukkoon, ettd kahden solmun vililld on sdrmé tasmélleen
silloin, kun solmut kuuluvat eri osajoukkoihin.

Kyo: Ksz: Kss:

Kuva 1.16. Téydelliset kaksijakoiset graafit K 2, K32 ja K33.

Miaritelmé 1.21. Yksinkertainen graafi C, = (V, E) (n = 3,4, 5, . ..) on silmuk-
ka (cycle), jos sen solmut ja sairmit voidaan antaa joukkoina V = {vi,vo, ..., v, }

jaE = {{vi,va}h, {vo, v3}, {v3,vals .. s Va1, Vi s {Vis Vi } )

Kuva 1.17. Silmukat C3, C4 ja Cs.
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Mairitelmi 1.22. Silmukasta C,,—; (n = 4, 5, 6, . ..) saadaan pyord (wheel)
W, = (V, E), kun siihen lisdtddn yksi solmu ja lisdksi sdrmai tidstd solmusta
jokaiseen muuhun pyorédn solmuun.

Kuva 1.18. Pyoriat Wy, Ws ja We.

Graafien avulla voidaan mallintaa tietokoneverkkoja. Télloin graafin solmut
vastaavat verkon koneita ja sdrmét yhteyksia koneiden vililld ("piuhoja”). Usein on
tarkedd, ettei yhden koneen hajoaminen tai yhteyden katkeaminen katkaise verkkoa.
Seuraavassa esimerkissd on muodostettu 1dhiverkko kolmella yksinkertaisella tavalla,
jotka ovat eri tavoin haavoittuvia. Todelliset verkot ovat tietenkin usein paljon
monimutkaisempia.

Esimerkki 1.9 (Iahiverkko). Tietokoneet voidaan liittdd verkkoon esimerkiksi (a) yh-
distamalld kaikki koneet keskuskoneeseen (K ,-1), (b) yhdistamalld koneet silmukak-
si (Cy) tai (c) yhdistdmaélld koneet pyoriksi (W,,), jossa keskuskone on yhdistettyna
kaikkiin muihin koneisiin (ks. kuva 1.19).

Kyis: - Cs: W

Kuva 1.19. Kolme ldhiverkkoa (n = 6).
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1.5 Aligraafi

Graafien osia, jotka itsessddn ovat graafeja, sanotaan aligraafeiksi. Seuraavaksi
madrittelemme aligraafeihin liittyvid kasitteita.

Miaritelmi 1.23. Olkoot G = (V,E) ja H = (W, F) sellaisia graafeja, etta
W c VijaF C E. Silloin graafi H on graafin G aligraafi (subgraph). Jos lisdksi
W c Vtai F C E, niin kyseessi on aito aligraafi.

Huomautus. Koska aligraafi H = (W, F) on graafi, niin W # 0.

G: Hy: H,: Hj: Hy:
Vlm AP VlI—I V2 VII V117'V2
v, A V, Vg Vg oV, oV v,
Kuva 1.20. Graafi G ja joitakin sen aligraafeja.
Esimerkki 1.10. Graafilla K,, on
= (n) . -1

[
i=1 !

eri aligraafia. (Totea.)

Maairitelma 1.24. Jos graafin G aligraafi H on tdydellinen graafi, niin H on
graafin G klikki (clique).

Esimerkki 1.11. Kuvassa 1.20 aligraafit H3 ja H4 ovat graafin G klikkeja.

Miiritelmi 1.25. Olkoon G = (V, E) ja H = (V, F) sen aligraafi. Silloin H on
graafin G virittdvd (spanning) aligraafi.

G: Hy: H,: Hj:
Vy V3 Vg V3 Vg V3 V,@ oV,

Kuva 1.21. Graafi G ja joitakin sen virittivié aligraafeja.

Mairitelmi 1.26. Olkoon G = (V, E) graafija F' C E sen epityhjd sarmidjoukko.
Télloin H = (W, F), missa W C V on joukon F sidrmien péitesolmujen joukko,
on joukon F (sdrmd)indusoima (edge-induced) graafin G aligraafi. Tailloin
merkitddn H = (F).
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Miaritelmé 1.27. Olkoon G = (V, E) graafi ja W C V sen epityhjd solmu-
joukko. Télloin H = (W, F) on joukon W (solmu)indusoima (vertex-induced)
graafin G aligraafi, jos /' € E muodostuu niistd joukon E sidrmistd, joiden
paétesolmut kuuluvat joukkoon W. Tdlloin merkitddn H = (W).

G: e <{e1, €, €, e5}>: e <{ Vy, V,, Vy, v5}>:

vy M A vy Vg V, @2 Vs,

v, Vg v, v, Vg
€ vy €0 €

Kuva 1.22. Graafi G ja timin sdarméindusoitu aligraafi ({e1, 2, e4, e5}) sekéd solmuindusoitu
aligraafi ({vy, v2, v4, vs}).

“Indusointi” madaritelmissd 1.26 ja 1.27 siis tarkoittaa, ettd jos sdrméjoukko
F C E tai solmujoukko W C V on annettu, niin vastaava aligraafi on yksikésitteinen.
Joskus on kiytdnnollistd samastaa sarmdjoukko (tai solmujoukko) ja sen indusoima
graafi.

Tyhjid sdrma- tai solmujoukko indusoi nollagraafin, jota tissd monisteessa ei
pidetd (ali)graafina.

Miiritelmi 1.28. Graafin G aligraafia H sanotaan graafin G maksimaaliseksi
(maximal) aligraafiksi jonkin ominaisuuden P suhteen, jos

(i) graafilla H on ominaisuus P ja

(ii) aina, kun H on graafin G aligraafin F aito aligraafi, aligraafilla F ei ole
ominaisuutta P.

Vastaavasti médritellddn minimaalinen (minimal) aligraafi.

Maksimaalinen tai minimaalinen aligraafi ei siis vilttamitta ole yksikésitteinen.
Jatkossa maksimaalinen ja minimaalinen aligraafi ovat tarkeitd kisitteitd. Esimerkkeja
kisitteiden kaytostd, kuten komponentti, irrotusjoukko ja lohko, 10ytyy seuraavista
luvuista.
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1.6 Komplementtigraafi

Joskus on myos hyodyllista tarkastella, mitd yhteyksia (eli sarmid) graafin solmujen
vililli ei ole.

Miiéritelmi 1.29. Yksinkertaisen graafin G komplementtigraafi (complement
graph) G on yksinkertainen graafi, jonka solmut ovat samat kuin graafin G
solmut ja jossa kaksi eri solmua ovat vierussolmuja tdsmélleen silloin, kun ne
eivit ole vierussolmuja graafissa G.

G;:
A v, v,e————eV,
VSI Iv4 V,0———OV,
G,: G,:
Vi \Z Vi \Z
V3 Vg V3 Vg
Vy Vy

Kuva 1.23. Graafit G| ja G, ja niiden komplementtigraafit G| ja G,.

G;:

Selvistikin graafi on komplementtinsa komplementti eli G=0.

Lause 1.4. Olkoon G vihintddn kuusisolmuinen graafi. Tdlloin tdydellinen
kolmisolmuinen graafi K3 on joko graafin G tai graafin G komplementin G
aligraafi.

Todistus. Tarkastelemme tidssd kuusisolmuista graafia. Useampisolmuiset graafit
késitellddn vastaavasti tarkastelemalla jotakin kuuden solmun indusoimaa aligraafia.

Olkoon v jokin graafin G solmuista. Laatikkoperiaatteen mukaan lopuista viidesta
solmusta 16ytyy ainakin kolmen solmun v vierussolmun joukko {vi, vs, v3} joko
graafista G tai graafista G. Todistuksen yleisyytti rajoittamatta voidaan olettaa, etti
solmut ovat solmun v vierussolmuja graafissa G.

Jos niistd solmuista kaksi, esimerkiksi v| ja v,, ovat vierussolmuja, niin graafilla G
on aligraafina K3 = (v, vy, v2). Jos taas mitkédidn kolme kyseisistd solmuista eivit ole
vierussolmuja, graafilla G on aligraafina K3, jonka solmujoukko on {vi, v, v3}. O

Lausetta 1.4 soveltamalla voidaan esimerkiksi osoittaa, ettd kuuden kissan
ryhmastd 10ytyy aina kolme, jotka kaikki ovat lipaisseet toisiaan kuonoon, tai kolme,
joista mitkddn eivit ole lipaisseet toisiaan kuonoon.
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Lauseen 1.4 ongelmaa voidaan tarkastella myds yleisemmin, eli milloin tdydellinen
graafi K, on jonkin graafin tai sen komplementin aligraafi. Tdhén yleiseen ongelmaan
liittyvit ns. Ramseyn luvut. Ramseyn luku r(m, n) on pienin sellainen luku, ettd jos G
on r(m, n)-solmuinen graafi, niin joko K, on graafin G aligraafi tai K,, on graafin G
komplementin aligraafi.

Koska G = G, niin r(m, n) = r(n, m). Selvistikin (1, n) = r(m,1) = 1, r(2,n) = n
ja r(m,2) = m (totea). Lauseen 1.4 nojalla taas r(3,3) < 6. Edelld mainittujen
tapausten lisdksi Ramseyn lukuja tunnetaan tilla hetkelld (vuonna 1999) vain
muutama (ks. Radziszowski [14]). Tunnetut luvut esitetdan taulukossa 1.1. Voidaan
kuitenkin osoittaa (ks. esimerkiksi Chartrand & Lesniok [3] tai West [19]), ettd

r(m,n) < (m+n—2).
m—1

Hyvii ala- ja ylirajoja Ramseyn luvuille tunnetaan niitdkin kuitenkin vain muutamia
(ks. Radziszowski [14]).

n\m|3 4 5 6 7 8 9
3 /6 9 14 18 23 28 36
4 19 18 25

Taulukko 1.1. Joitakin Ramseyn lukuja r(m, n).

Miaéritelmi 1.30. Olkoon H = (W, F) yksinkertaisen graafin G = (V, E)
aligraafi. Talloin graafia (V, E \ F) sanotaan graafin H komplementiksi graafin G
suhteen (complement of H in G).

Tavallinen n-solmuisen yksinkertaisen graafin komplementti on siis komplementti
taydellisen graafin K, suhteen.

G: H: H:
Vlm Vo V17 Vo VlI I Vo
A A A A v,

Kuva 1.24. Graafi H’' on graafin H komplementti graafin G suhteen.
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1.7 Graafioperaatioita

Graafeille voidaan miiritelld operaatioita, joista osalle 10ytyy vastaava joukko-
opillinen operaatio. Seuraavaksi maarittelemme muutamia téllaisia operaatioita.

Mairitelmi 1.31. Olkoot G = (V,E) ja H = (W, F) sellaisia yksinkertaisia
graafeja, ettd W C V. Tilloin graafien G ja H erotus G — H = (V,E \ F).

G: H: G-H.
vy v, vy v, V06—V,
V3 Vs V3 Vs v3o\. oV,
vy vy vy

Kuva 1.25. Graafit G ja H seké niiden erotus G — H.

Erotus yleistada siis médritelméin 1.30 my0s tapaukseen, jossa H ei ole graafin G
aligraafi (mutta kylldkin W C V). Jos H on graafin G aligraafi, niin G — H on
graafin H komplementti graafin G suhteen.

Miiéritelmi 1.32. Olkoot G = (V, E) ja H = (W, F) yksinkertaisia graafeja.
Lisdksi kohdassa (b) oletetaan, etta V. N W # (), ja kohdassa (c), ettd E # F.
Télloin graafien G ja H

(a) unioni (union) G U H on graafi (VU W,E U F),
(b) leikkaus (intersection) G N H on graafi (V NW,ENF),

(c) rengassumma (ring sum) G & H on sirmdjoukon E & F indusoima graafin
G U H aligraafi. Joukko-operaatiolla @ tarkoitetaan tidssd symmetristc
erotusta (symmetric difference), ts.

E®F=(E\F)U(F\E).

Kuvassa 1.26 on esimerkki kustakin mééritelmén 1.32 operaatiosta. Kuten téstékin
esimerkistd havaitaan, rengassummaan kuuluvat siis tismilleen ne sarmiit, jotka eivit
ole yhteisid alkuperdisille graafeille.

G: H:
V117 Va ./I V2
V3 V3 Vs
GUH: GNH: GeH:
Vlm V2 ./. V2 VlI—I V2
V3 v, V3 A A
Kuva 1.26. Graafit G ja H seki niiden unioni, leikkaus ja rengassumma.
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Operaatioiden tuloksena oleva graafi on yksinkertainen graafi. Koska rengassum-
ma on sarmdjoukon indusoima aligraafi, siind ei ole eristettyjd solmuja. Operaatiot,
kuten myos erotus, voidaan yleistad muillekin kuin yksinkertaisille graafeille otta-
malla ”luonnollisella tavalla” huomioon sdrmien moninkertaisuudet.

Jos solmujoukot V ja W ovat erillisid, leikkausta ei voida maééritelld, koska
graafissa solmujoukko ei voi olla tyhja. Vastaavasti rengassummaa ei voida madritelld,
jos E = F. Jos kuitenkin graafin méaritelméaa laajennettaisiin niin, ettd nollagraafia
pidettdisiin graafina, kumpikin operaatio olisi mahdollinen.

Miiritelmén 1.32 operaatiot ovat kahden graafin vilisid operaatioita. Kaikki
kolme operaatiota ovat vaihdannaisia ja liitinnéisid. Tarkastelemme seuraavaksi vield
muutamaa vain yhteen graafiin liittyvaa operaatiota.

Maaritelma 1.33 (solmun poisto). Jos v on vihintdan kaksisolmuisen graafin
G = (V, E) solmu, niin G — v on solmujoukon V \ {v} indusoima graafin G
aligraafi.

Mairitelmi 1.34 (sirmén poisto). Jos e on graafin G = (V, E) sdrmd, niin
G-e=(V.E\{e}).

Miaritelmi 1.35 (sarmiin lisdys). Jos u ja v ovat graafin G = (V, E) solmuja
jae={u,v},niinG+e = (V,E U {e}).

Koska useampia solmuja tai sirmid poistettaessa poistamisjarjestykselli ei ole
merkitystd, merkint6ja G — {vi,va,...,v,} ja G — {ey, ea, ..., e,} voidaan kiyttad
tarkoittamaan, ettd solmuja tai sdrmid poistetaan useampia. Vastaavasti voidaan
kayttda merkintdd G + {ey, e, . . ., e, } tarkoittamaan, ettd sdarmia lisdtdan useampia.

Kuvassa 1.27 on esimerkkejd solmujen poistamisesta, sdrmien poistamisesta
ja sdrmin lisddmisestd. Vaikka sdrmin lisddminen vaikuttaa vain yhteen graafiin
liittyviltd operaatiolta, kyseessd on paremminkin kahden graafin unioni. Esimerkiksi
kuvan 1.27 tapauksessa graafi G + e5 on sama kuin graafi G U ({v3, v4}, {es}).

G: e, G-v,: G-vy: e
Vi V2 Vi Vi V2
e, ey e, e,
V3 V4 V3 .V4 V3
G-¢g: G-ej3: e; G +e;s: e
Vi V2 Vi V2 Vi V2
e
V3 vy V3 vy V3 . vy
5

Kuva 1.27. Muutama yhteen graafiin liittyva operaatio.
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solmun w kautta.

Mairitelmi 1.36. Graafin G solmujen u ja v yhdistdimiselld (short-circuiting,
identifying) tarkoitetaan operaatiota, jossa solmut u ja v korvataan uudella
solmulla w ja kaikki solmujen « ja v kautta kulkevat sarmit asetetaan kulkemaan

kutistusoperaatioilla.

Mairitelma 1.37. Sirmén kutistamisella (contraction) tarkoitetaan operaatiota,
jossa sdrma ensin poistetaan ja sitten sen pddtesolmut yhdistetddn. Graafi G
on kutistettavissa graafiksi H, jos H saadaan graafista G perdkkdisilla sirmien

Esimerkki 1.12. Kuvassa 1.28 on kaksi esimerkkia sekéd solmujen yhdistamisesti
ettd sarmén kutistamisesta. Graafi G| on saatu graafista G yhdistamalla solmut
v3 ja v4 ja graafi G, yhdistamailla solmut v, ja v3. Graafi Gz puolestaan on saatu
kutistamalla sirmi e4 ja graafi G4 kutistamalla sdrmi e3. Kuten havaitaan, vain
tapauksessa G3 tuloksena oleva graafi on yksinkertainen, vaikka alkuperdinen graafi

on yksinkertainen.

Gs:
e
A E A
ezw
(V3,vy)

G,:
Vi
S
(v2.v3) ®—¢ Vq
€3
G,:

Vi
€| )€1
(v2.v3) e, Vy

Kuva 1.28. Solmujen yhdistdminen ja sdrméan kutistaminen.

Jos solmujen yhdistdminen ja sdrmén kutistus rajoitetaan yksinkertaisille graa-
feille, niin tuloksista poistetaan luupit ja rinnakkaisista sdrmisté valitaan solmuparia
kohti yksi. Mikili multigraafissa rinnakkaiset sdrmiit tulkitaan eri sarmiksi, on tietysti

myoOs sovittava, miki eri sdrmisti jitetddn jiljelle.
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1.8 Graafien esittaminen matriisien avulla

Graafi voidaan esittdd mm. vierusmatriisin tai tapausmatriisin avulla. Aloitam-
me yksinkertaisesta graafista ja yleistimme sitten multi-, pseudo- ja suunnatuille
graafeille.

Miiéritelmi 1.38. Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen graafi.
Merkitddan V = {vi,vy,...,v,}. Silloin graafin G vierusmatriisi (adjacency
matrix) A on n X n -matriisi, jossa

I, josv;jav; ovat vierussolmuja,
aij = L
0, muulloin.

Yksinkertaisen graafin vierusmatriisi on symmetrinen, sen lavistdjdalkiot ovat
nollia ja muut alkiot nollia tai ykkdsid.

G:
Vi Vo
A=
A A

Kuva 1.29. Graafi G ja graafin G vierusmatriisi A.

—_ O = O
SO = O =

1
0
1
0

—_ o = O

Miaritelmi 1.39. Olkoon G = (V, E) suuntaamaton n-solmuinen multigraafi.
Merkitdan V = {vy,vy,...,v,}. Silloin graafin G vierusmatriisi A on n X n
-matriisi, jossa

a;j = solmujen v; ja v; vililld olevien sdrmien lukumadra.

Suuntaamattoman multigraafin vierusmatriisi on symmetrinen ja sen lavistdjdal-
kiot ovat nollia.

G, v, 0230
2010

A=
V. v, 310 4
0040

Kuva 1.30. Multigraafi G ja graafin G vierusmatriisi A.

Pseudograafin vierusmatriisi maaritellaan vastaavasti. Sekin on symmetrinen,
mutta sen kaikki lavistdjaalkiot eivit valttamittad ole nollia.
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S W N -
S = O N
B~ B~ =W
N OO

Kuva 1.31. Pseudograafi G ja graafin G vierusmatriisi A.

Miiritelma 1.40. Olkoon G = (V, E) suunnattu n-solmuinen multigraafi.
Merkitddan V = {v,vy,...,v,}. Silloin graafin G vierusmatriisi A on n X n
-matriisi, jossa

a;; = sdrmien lukumiiri solmusta v; solmuun v;.

Suunnatun graafin vierusmatriisi ei valttimittd ole symmetrinen eivitkd sen
kaikki lavistdjaalkiot valttamattd ole nollia.

G, ! 0100
1 2

L0100

010 1

Vs Va 0000

Kuva 1.32. Suunnattu graafi G ja graafin G vierusmatriisi A.

Maiiritelmi 1.41. Olkoon G = (V, E) n-solmuinen m-sdrmiinen suuntaama-
ton graafi. Merkitdan V = {vy,...,v,}, E = {ey,...,en}. Silloin graafin G
tapausmatriisi (incidence matrix) C on sellainen n X m -matriisi, jossa

1, jos sdrmi e; kulkee solmun v; kautta,
Cii =
Y 0, muulloin.

el eZ C =

1
0
0
1

S = = O
—_—— O O

Kuva 1.33. Suuntaamaton graafi G ja graafin G tapausmatriisi C.

Koska multigraafissa kukin sdrmi yhdistdé kaksi eri solmua, multigraafin tapaus-
matriisin kunkin pystyrivin alkioiden summa on kaksi. Pseudograafissa pystyrivin
summa voi olla my6s yksi. Multigraafin tapausmatriisin vaakarivin alkioiden summa
antaa kyseistd vaakarivid vastaavan solmun asteen. Pseudograafin astelukuja lasket-
taessa on huomioitava, ettd kukin luuppi lisdd tapausmatriisin vaakarivisummaa vain
yhdelld. Moninkertaiset sdrmit tulkitaan nyt siis eri sarmiksi.
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1.9 Isomorfisuus

Jos kaksi graafia ovat muuten samoja, mutta niiden solmut tai sirmét on nimetty eri-
lailla, ndma graafit voidaan usein samastaa. Téllaisia graafeja sanotaan isomorfisiksi.

Miaritelmi 1.42. Olkoot G| = (V}, E1) ja G, = (V,, E;) yksinkertaisia graafeja.
Silloin graafeja G| ja G, sanotaan isomorfisiksi (isomorphic), jos on olemassa
sellainen kuvaus f: V| — V,, ettd

(i) f on bijektio,

(ii) f siilyttad solmujen vierekkyyden, ts. solmut u ja v (u,v € V;) ovat
vierussolmuja graafissa G; tdsmilleen silloin, kun solmut f(u) ja f(v)
ovat vierussolmuja graafissa G.

Kuvausta f kutsutaan isomorfiakuvaukseksi.

Esimerkki 1.13. Kuvan 1.34 graafit G| ja G, ovat isomorfiset. [somorfiakuvaus f on
nyt esimerkiksi f(a) = 2, f(b) = 3, f(c) = 4ja f(d) = 1. Selvistikin f on bijektio.
Lisidksi f sailyttad solmujen vierekkyyden, silld graafien G ja G, vierusmatriisit
ovat samat (kun graafin G, solmut on jirjestetty isomorfiakuvauksen ilmoittamalla
tavalla).

a b ¢ d 2 3 41
G bGz: alO0O 0 1 1 210 01 1
a ! o _blo0o 10 30010
'“¢l1 100 27 4/1 100
c d 3 4
dil1 0 00 1{1 0 0 O
Kuva 1.34. [somorfiset graafit G, ja G, seki niiden vierusmatriisit A; ja Ajp.

Graafien todistaminen isomorfisiksi on joskus tyOldstd. Sen sijaan graafien
todistaminen ei-isomorfisiksi voi olla helppoa tarkastelemalla esimerkiksi solmujen
tai sarmien lukumaaria tai astelukuja.

Esimerkki 1.14. Kuvassa 1.35 graafit G| ja Gs ovat keskenién isomorfisia. Samoin
graafit G3 ja G ovat keskendidn isomorfisia. Sen sijaan kolmisolmuinen graafi G,
seki graafi G4, jossa kolmen solmun aste on 2, eivit ole kuvan 1.35 minkddn muun

graafin kanssa isomorfisia.
G;: G,: G;:
G,: Gs: Gg:
Z E
I °
Kuva 1.35. Yksinkertaisia graafeja.
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Multi- ja pseudograafien isomorfisuus maéadritelldén vastaavasti. Vierekkyyden
sdilyminen vain edellyttda lisdksi, ettd isomorfiakuvauksessa f myos sdrmien monin-
kertaisuus sdilyy. Suunnattujen graafien isomorfisuus madritelldin muuten vastaa-
vasti kuin pseudograafien isomorfisuus, mutta lisdksi sarmien suuntien tdytyy sdilya
isomorfiakuvauksessa.

Esimerkki 1.15. Kuvassa 1.36 graafit G| ja G, eivit ole isomorfisia, koska sol-
muilla on eri tuloasteet. Sen sijaan vastaavat suuntaamattomat graafit G3 ja G4 ovat
isomorfisia.

G;: G,:

< e @ e e

Kuva 1.36. Kaksisolmuisia ja kaksisdrmaisid graafeja.
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Luku 2

Yhtenaisyys

Kuten jo edellisen luvun esimerkeistd olemme nidhneet, osassa graafeja paistiin
sarmid pitkin kulkemalla mistd tahansa solmusta mihin tahansa solmuun. Kysei-
nen ominaisuus onkin keskeinen useissa graafien sovelluksissa kuten esimerkiksi
mallinnettaessa tietoverkkoja graafien avulla.

2.1 Polku

Intuitiivisella tasolla yhteniiselld graafilla tarkoitetaan graafia, jonka kaikki solmut
ovat jollakin tavalla yhdistetyt toisiinsa sdrmid kayttden. Seuraavassa tarkastelemme
graafin yhtendisyytti kuitenkin tdsmillisemmin, joten tarkastelemme ensin kahden
solmun vilistd ’yhteyttd”.

Mairitelmia 2.1. Polku eli reitti (path, walk) suuntaamattoman graafin G
solmusta # solmuun v on dérellinen jono

U=v0,€1,V1,€2,V2...,€m VY =V,

jossa on vuorotellen graafin G solmuja ja sdrmié siten, ettd e; on solmujen vi_;
ja vg vélinen sdrmd. Solmu u on polun alkusolmu (initial vertex) ja solmu v
polun loppusolmu (terminal vertex).

Polulle solmusta u solmuun v voidaan kayttdd merkintdd
p:u—v.

Koska sdrmien paitesolmut ovat yksikasitteiset, polku voidaan antaa myos pelkis-
tddn sarmdjonona. Yksinkertaisessa graafissa polku voidaan antaa my0s pelkéstdan
solmujonona. Tilloin polulle voidaan kayttdda myos merkintda

PV, Ve s V-

Maaritelma 2.2. Polun pituus (length) on sen sirmien lukuméirad. Painotetun
graafin polun pituus on polun sdrmien painojen summa.
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Tyhjd polku on polku, jonka pituus on nolla. Kyseinen polku on siis vain solmu,
joka on sekd polun alku- ettd loppusolmu. Kustakin graafin solmusta on siis aina
vahintdédn yksi polku solmuun itseensi.

Esimerkki 2.1. Kuvan 2.1 graafeissa G| ja G, on molemmissa polku v; — vs.
Esimerkiksi graafissa G| jono vy, e, vo, €2, v, €4, v3, €3, V1, €3, V3, €5, V2, €6, V4, €7, V5,
e7, v4, €7, v5 on polku vi — vs, jonka pituus on 10. Graafissa G, solmujono vy, v3, vy,
V2, Vs, V1, V3, V1, V5 on polku vi — vs, jonka pituus on 8.

Kuva 2.1. Yksinkertaiset graafit G; ja G».

Esimerkki 2.2. Kuvan 2.2 graafissa polun Kissanmaa — Hikivuori pituus on 47,
kun kyseessd on polku Kissanmaa, Valtion virastotalo, Keskustori, Annala, Hikivuori,
ja 31, kun kyseessa on polku Kissanmaa, Valtion virastotalo, Annala, Hikivuori.

Keskustori

Koskipuisto 10 Valtion virastotalo

Kissanmaa
Annala

Hikivuori

Kuva 2.2. Linja-auton matka-aikoja minuutteina joidenkin pysdhtymispaikkojen vililla.

Mairitelma 2.3. Polku on piiri (circuit, closed walk), jos sen alku- ja loppusol-
mu ovat samat ja siind on vihintddn yksi sarma. Polku tai piiri on yksinkertainen
(simple path, trail), jos jokaista sdrmad kiytetdin korkeintaan kerran. Polku
on suora (path, open path), jos mikddn solmu ei esiinny siinid kahta kertaa.
Silmukka (circuit) on yksinkertainen piiri, jossa mikdin solmu ei esiinny kahta
kertaa muuten kuin padtesolmuna.

Suora polku on aina my6s yksinkertainen polku. Erityisesti on syytd huomata,
ettd tyhjd polku on aina suora polku.

Esimerkki 2.3. Kuvan 2.3 graafissa G on piiri vy, v, vs, v4, V7, V1, V6, V1. YKsinker-
taisia polkuja ovat esimerkiksi solmujonot vy ja vy, v4, v7. Solmujono vy, v7, ve, vy
puolestaan on yksinkertainen piiri.
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Kuva 2.3. Yksinkertaiset graafit G; ja G,.

Esimerkki 2.4. Kuvan 2.3 graafissa G, solmusta v; solmuun v4 on kolme suoraa
polkua, nimittdin polku vy, v4, polku vy, vo, v4 ja polku vy, v3, v4. Suora polku ei siis
tarkoita mahdollisimman lyhyttd polkua.

Esimerkki 2.5. Kuvan 2.3 graafissa G, piiri vy, vo, v4, vi on silmukka, mutta piiri
V1, V2, V1 €i ole silmukka.

Jatkossa ehto piirissd ei esiinny sama solmu kahdesti” tarkoittaa, ettid se ei
esiinny kahdesti paitsi paatesolmuna.

Silmukka on nyt méadritelty kahdella tavalla (mééritelma 1.21 ja mééritelma 2.3).
Madéritelmén 2.3 mukaan silmukassa C, on 2n eri silmukkaa, joissa jokaisessa on
kaikki silmukan C,, solmut ja sdrmét. Usein ndma kaikki silmukat voidaan samaistaa
ongelmitta. Kun lasketaan silmukan solmujen lukumééraé, tarkoitetaan yleensi
madritelmin 1.21 mukaista silmukkaa eli alku/loppu -solmua ei lasketa kahdesti.

Ainoastaan, jos on korostetusti kyse silmukasta polkuna, alku/loppu -solmu lasketaan
kahdesti.

Mairitelmi 2.4. Suunnatussa graafissa polku ja sen erikoistapaukset miiritel-
laan samoin kuin suuntaamattomassakin, mutta sarmia voi kulkea vain niiden
suunnan mukaisesti.

Esimerkki 2.6. Kuvan 2.4 graafissa on suunnattu polku v3, vg, v2, V1, V4, V5, V2, V1,
yksinkertainen polku v3, vg, v, v, v4, V5, V1, suora polku vs, ve, vo, vq, piiri vo, vy, v4,
Vs, V1, V4, V5, V2 ja silmukka vy, va, vs, vy.

G: v,
wm .
vV, Vg Vg
Kuva 2.4. Suunnattu graafi G.

Esimerkki 2.7. Polkuja ja piirejd voidaan hyodyntidd isomorfisuuden tutkimisessa.
Kuvan 2.5 graafeissa on yhtd monta solmua ja sarméé. Lisdksi kummassakin graafissa
neljan solmun aste on 3 ja kahden solmun aste on 2. Graafit eivit kuitenkaan ole
isomorfiset, silli graafista G| 16ytyy kolmisdrméinen silmukka, mutta graafissa G,
tallaista silmukkaa ei ole.
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Kuva 2.5. Graafit G| ja G, eivit ole isomorfiset.

Lause 2.1. Olkoon G suunnattu tai suuntaamaton graafi, jonka vierusmatriisi
on A solmujen jéirjestyksen vy, va, . . ., v, suhteen. Silloin matriisin A" alkio [A"];;
antaa graafin G r-sdrmdisten polkujen lukumdicdirdin solmusta v; solmuun v;.

Todistus. Todistamme lauseen induktiolla polun pituuden r suhteen. Jos r = 0, niin
A" = I (eli identtinen matriisi). Selvistikin /;; antaa tyhjien polkujen (pituus on nolla)
lukumairin.

Olkoon B = A’ ja oletetaan, ettd b;; antaa r-sarmdiisten polkujen lukumiirin
solmusta v; solmuun v;. Toisaalta matriisin A alkio a;; antaa sirmien lukuméérin
solmusta v solmuun v;. Siis sellaisia (r +1)-sdrmdisid polkuja solmusta v; solmuun v;,
joiden viimeinen sdrméd on {v,v;}, on tuloperiaatteen nojalla b;ia;; kappaletta.
Kaikkien (r + 1)-sdrmadisten polkujen lukumiérd solmusta v; solmuun v; saadaan,

kun kdydaan ldpi kaikki graafin solmut vy (k = 1,2,...,n). Siis (r + 1)-sdarmiisid
polkuja on yhteensd b;1ayj + bjpazj + - - - + biya,; Kappaletta. Toisaalta matriisin
Ar+1 = BA alkio [Ar+l]ij on myéjs bl‘]a]j + bizazj + e+ b,-nanj. O

G;: G,:
.}K vy
Vi V3 Vi V3
Kuva 2.6. Pseudograafi G| ja suunnattu multigraafi G.

Esimerkki 2.8. Kuvan 2.6 pseudograafin G yksi-, kaksi- ja kolmisdrmiisten polku-
jen lukumaiirét eri solmujen vililld saadaan kitevisti lauseen 2.1 mukaan laskemalla
vierusmatriisi A ja sen potenssit A ja A3. Siis

010 112 1 6 2
A=|1 1 2|, A*=[1 6 2|, A’=|6 11 12].
020 2 2 4 2 12 4

Esimerkki 2.9. Lausetta 2.1 voidaan soveltaa my6s suunnatuille graafeille. Niinpd
kuvan 2.6 suunnatun multigraafin G, yksi-, kaksi- ja kolmisdrmiisten polkujen
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lukumdirit eri solmujen vililld saadaan nytkin laskemalla vierusmatriisi A ja sen
potenssit A? ja A3. Siis

000 000 000
A=|1 1 1|, A*=(3 1 1|, A*=[3 1 1].
200 000 000

Kuten matriiseista A2 ja A® havaitaan, kahden tai useamman sirmén mittaisia polkuja
on vain solmusta v, muihin solmuihin. Liséksi polkujen lukuméird pysyy samana
polkujen pituuden kasvaessa.

Lause 2.2. Jos graafissa on polku solmusta u solmuun v, graafissa on myos
suora polku solmusta u solmuun v.

Todistus. Jos u = v, niin tyhja polku on vaadittava suora polku. Oletetaan nyt, ettad
u # v ja solmusta u# on olemassa polku solmuun v. Todistamme lauseen muodossa:
on olemassa lyhin (ei vélttamatta yksikésitteinen) polku solmusta u solmuun v ja
tdma polku on suora.

Koska polun pituus on ei-negatiivinen kokonaisluku, solmujen u« ja v vililld on
olemassa lyhin polku p: u = vy, eg, vi,€1,...,€n v, = v, missi n € Z, on polun
pituus. Voimme jatkossa jattdd sarmit luettelematta, silld polun pituuteen ei vaikuta
se, mitd samojen solmujen vililld olevaa sirmii kuljetaan. Tehddédn vastaoletus,
ettd polku p ei ole suora. Silloin siind esiintyy sama solmu ainakin kahdesti eli on
olemassa sellaiset indeksit i ja j, ettd 0 <i < j < njav; = v;. Nyt solmujono, josta
on poistettu solmut v; 1, viy2, ..., v; on lyhinté polkua lyhyempi polku u — v, mika
on mahdotonta. Siis ainakin lyhin polku kahden solmun vililld on suora. O

Lause 2.3. Jos graafissa on yksinkertainen piiri, siind on myos silmukka.

Todistus. Lause todistetaan, kuten lause 2.2, mutta lisdksi oletetaan, etti u = v. 0O

Maaritelma 2.5. Graafi on silmukaton (acyclic), jos siind ei ole yhtdédn silmuk-
kaa.

Kaikki silmukattomat graafit ovat yksinkertaisia graafeja.

Lause 2.4. Graafi on silmukaton tismdilleen silloin, kun siind ei ole luuppeja ja
minkddn kahden solmun vdlilld ei ole kahta eri suoraa polkua.

Todistus. Oletamme ensiksi, ettid graafi on silmukaton. Koska luuppi on silmukka,
niin graafissa ei voi olla luuppeja. Tehddédn vastaoletus, etti kahden solmun u
ja v vililld on kaksi eri suoraa polkua u = ug, ey, uy, ez, ...,Up—1, €p, Uy = Vv ja
u=vy,dy,vi,da, ..., Vin—1,dm, viy = v. Olkoon i pienin sellainen indeksi, ettd sirmi
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e;j # d;. Talldin u;_;1 = v;_1. Olkoon j pienin sellainen indeksi, ettd j > i ja
ettd on olemassa sellainen [, ettd u; = v;. Nyt polku u;_1, e;, u;, €j41, Uiy 1, . . ., Uj,
di,vi-1,di-1, . .., vi—1 on silmukka, joten graafi ei ole silmukaton. Mutta taméa on
ristiriidassa oletuksen kanssa, joten silmukattomassa graafissa ei kahden solmun
vililld voi olla kahta eri suoraa polkua.

Oletamme seuraavaksi, ettd graafissa ei ole luuppeja eikd kahden solmun vililla
ole kahta eri suoraa polkua. Teemme vastaoletuksen, ettd graafissa on kuitenkin
ainakin yksi silmukka u = ug, e, uy, es, . .., uy—_1, €p, U, = u.Josn = 1, tima silmukka
on luuppi, mikd on mahdotonta. Jos n > 2, polut ug, e, u; ja uy, en, uy—1, . . ., €2, Uy
ovat eri suoria polkuja solmusta # solmuun u;, joten kahden solmun vililld on
kaksi eri suoraa polkua, mikd myoskin on mahdotonta. Siis graafissa ei voi olla
silmukoita. O

Lauseet 2.2, 2.3 ja 2.4 ovat voimassa my0s suunnatuille graafeille. (Totea.)
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2.2 Lyhin painotettu polku

Lyhimmaén painotetun polun etsiminen painotetusta graafista on yksi algoritmisen
graafiteorian klassisista ongelmista. Tdssad luvussa esitimme esimerkinomaisesti
Dijkstran algoritmin, jonka avulla voidaan 10ytdd lyhin painotettu polku tiettyjen
solmujen vililtd. Algoritmi on varsin tehokas verrattuna lyhimmaén polun etsimiseen
kokeilemalla. (Totea.)

Algoritmi 2.1 (Dijkstran algoritmi). Lyhin painotettu polku solmusta a solmuun z
graafissa G = (V, E) voidaan etsid seuraavasti. Algoritmin askelissa péivitetdin
“saavutettujen” solmujen joukkoa S (S C V) ja kaikkien joukon V' \ S solmujen indek-
sointia. Kunkin solmun v indeksi koostuu télloin kahdesta osasta: etdisyysosasta L(v)
ja polkuosasta. Indeksi kirjoitetaan esimerkiksi muodossa: etdisyys(polku).

Dijkstran algoritmi on seuraava (tdsmaillinen toteutus, ks. esimerkiksi Rosen [15],
s. 471). Ensin alustustoimenpiteet.

1. §=8p)=0.

2. L(a) = 0 ja L(v) = oo aina, kun v # a. Kaikkien solmujen polkuosaksi
asetetaan tyhja polku.

Sen jdlkeen toistetaan seuraavia askelia kunnes z € S. Indeksi k ilmoittaa, monesko
kierros on menossa.

1. Lisétdéan joukkoon S solmu (sanokaamme solmu u), jonka etdisyysosa L(u) on
pienin joukkoon S kuulumattomista solmuista. Siis § = Sy = Si—1 U {u}.

2. Piivitetddn kunkin joukkoon § kuulumattoman solmun v indeksointi siten, ettd
uusi etdisyysosa on

Li(v) = min{Lg_1(v), Lg-1(u) + w(u, v)},

missd Li_(v) on solmun v entinen etdisyysosa, L_(u«) on solmun u etdisyysosa
jaw(u, v) on solmujen u ja v vdlisen sarmén paino. Mikili solmujen u ja v valilla
ei ole sarméai, paino tulkitaan darettoméksi. Solmun v uudeksi polkuosaksi
asetetaan (riippuen siité tehtiinko etdisyysosaan muutoksia) joko entinen tai
solmun u polkuosa lisdttynd solmujen u ja v viliselld sarmalld (itse asiassa siis
vastaavalla solmumerkinnill&).

Siis joukkoon § kuulumattomien solmujen indeksointia muutetaan niin, etti

 Etdisyysosa kertoo koko ajan solmun a ja pdivitettdvin solmun vélisen lyhim-
min etdisyyden, kun kéytetddn vain joukon S solmuja ja péivitettdvaa solmua
(ja ko. solmujen vilisid sarmid).

* Polkuosa antaa etdisyysosaa vastaavan polun solmun a ja péivitettivin solmun
valilla.
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Lause 2.5. Dijkstran algoritmi tuottaa lyhimmdn kahden solmun vdlisen paino-
tetun polun.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. esimerkiksi Rosen [15], s. 473. O

Lyhin polku kahden solmun vililla ei vélttamatti ole yksikasitteinen. Dijkstran
algoritmin tulos (polku, ei polun pituus) riippuu joissakin tapauksissa siitd, miten
tietyt tekniset yksityiskohdat toteutetaan, esimerkiksi mikd solmu valitaan, jos on
useita “pienimpid” etdisyyksid.
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2.3 Yhtenainen graafi

Seuraavaksi voimmekin jo miéritelld tisméllisesti, mitd yhteniiselld graafilla tarkoi-
tetaan.

Miiéritelmai 2.6. Kaksi graafin solmua ovat yhdistetyt (connected), jos niiden
vililld on polku.

Mairitelma 2.7. Suuntaamaton graafi on yhtendinen (connected), jos sen mitkd
tahansa kaksi solmua ovat yhdistetyt.

Kuva 2.7. Graafi G| on yhtendinen, mutta graafit G, ja G3 ovat epayhtendisia.

Jokainen solmu on yhdistetty itseensi tyhjin polun kautta. Yhtendisessi suuntaa-
mattomassa graafissa jokaisen kahden solmun vililld on suora polku.

Mairitelma 2.8. Suunnattu graafi on heikosti yhtendinen (weakly connected),
jos vastaava suuntaamaton graafi on yhtendinen.

Mairitelma 2.9. Suunnattu graafi on vahvasti yhtendinen (strongly connected),
jos graafin jokaisen kahden solmun « ja v vililld on polku sekd solmusta u
solmuun v ettd solmusta v solmuun u.

Mairitelma 2.10. Suunnattu graafi on kvasivahvasti yhtendinen (quasi-strongly
connected), jos graafin jokaista kahta solmua u ja v kohti 10ytyy sellainen graafin
solmu w, ettd solmusta w on suunnattu polku sekid solmuun u ettd solmuun v.

Kuva 2.8. Graafi G| on vahvasti yhtendinen graafi, graafi G, on heikosti yhtendinen graafi ja
graafi G3 on kvasivahvasti yhtendinen graafi.
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Selvistikin vahvasti yhtendinen graafi on myo0s kvasivahvasti yhtendinen ja
edelleen kvasivahvasti yhtendinen graafi on samalla heikosti yhtendinen.

Lause 2.6. Olkoon G jokin n-solmuinen yksinkertainen graafi. Jos graafin G
minimiaste !
5(G) > E(l’l - 1),

niin G on yhtendinen.

Todistus. Tehdéin vastaoletus, ettd G = (V, E) ei ole yhtendinen. Siis graafissa G
on olemassa sellaiset solmut u ja v, ettd niiden vililla ei ole polkua. Siis erityisesti
kaikkien solmuista u ja v ldhtevien sdrmien toinen paétesolmu on joukossa V' \ {u, v}.
Solmuista u ja v lidhtee yhteensd vihintddn %(n -1)+ %(n — 1) = n— 1 sdrméa.
Koska joukossa V' \ {u, v} on yhteensé n — 2 eri solmua, ainakin yhteen sen solmuun
w € V \ {u v} tulee laatikkoperiaatteen nojalla kaksi sdrméd solmuista u ja v.
Koska graafi on yksinkertainen, sekid solmujen u ja w ettd v ja w vililla on sarma.
Siis solmujen u ja v vililla on polku u, w, v, miké on ristiriidassa vastaoletuksen
kanssa. |

Lause 2.7. Olkoon G yhtendinen suuntaamaton graafi ja k sen suorien polkujen
suurin pituus. Tdlloin jokaisella kahdella graafin G k-sdrmdiselld suoralla
polulla on ainakin yksi yhteinen solmu.

Todistus. Jos k = 0, kyseessd on triviaali graafi ja viite on tosi. Voidaan siis olettaa,
ettd k > 1. Olkoot py: ug, uy, ..., ux ja pa: vo, vy, ..., vi kaksi graafin pisintd suoraa
polkua. Sarmit voidaan jittidd luettelematta, silld ne eivit ole timin todistuksen
kannalta merkityksellisia.

Tehdéin vastaoletus, ettd u; # v; aina, kun i, j € {0,1,2,...,k}. Koska G on
yhtenidinen, solmusta ug on suora polku solmuun vi. Olkoon u,, viimeinen timin
polun solmu, joka on polun p; solmu, ja v,, ensimmadinen timén polun solmu, joka on

polun p, solmu. Olkoon edelleen u,, = wg, wi, . .., w; = v, Kyseisen polun solmujen
Uy ja v, vilinen osuus. Koska u,, # v,, niinl > 0.
Jos nyt m > n, niin suoran polun u, . . ., Uy, W1, . . ., Wi, Vit 1, - - -, Vi Pituus on

m+l+k-n)=k+(m-n)+1L.

Edelleen k + (m —n) + 1 > k, sillam > n jal > 0. Jos taas m < n, suoran polun
V0s -+ o3 Viiy Wi—1s - « - s WO, U1, - - -, U Pituus on

n+l+k-m)y=k+(n—-—m)+1.

Lisdksi k + (n—m)+1 > k, sillin > mjal > 0. Kummassakin tapauksessa 1dydettiin
siis pisintd polkua pidempi polku eli paadyttiin ristiriitaan. O
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Kuva 2.9. Waltherin [18] esittdmé graafi, jossa mikdén graafin solmu ei ole yhteinen graafin

kaikille pisimmille poluille (totea).

Graafissa ei kuitenkaan vilttamittd ole solmua, joka olisi yhteinen kaikille sen
pisimmille suorille poluille (ks. kuva 2.9). Myoskain pisimmillé suorilla poluilla ei
valttamatta ole yhteisid sarmia (ks. kuva 2.10).

G: pp: py:
) &VS ) I—IVS ) :ng,
Vs A Vs, A Vy A

Kuva 2.10. Graafin G pisimmilla suorilla poluilla p; ja p, ei ole yhteisid sarmi.

Lause 2.8. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi. Jos e € E on graafin G jonkin
silmukan sdrmd, myos graafi G — e on yhtendinen.

Todistus. Olkoon e = {u, v} graafin G silmukan v, uy, . .., u,—o, u, v sirmi (todistuk-
sen yleisyyttd rajoittamatta voidaan olettaa, ettid silmukan esityksessd sirmi e on
viimeisend). Nyt p: v, uy, ..., u,—2, u on graafin G polku, joka ei sisdlld sirméa e.
Siis p on my0s graafin G — e polku.

Tehdéin nyt vastaoletus, ettd graafi G — e ei ole yhtendinen. Siis graafissa G — e
on solmut u’ ja v/, joiden vililld ei ole polkua (graafissa G — ¢). Toisaalta G on
yhteniinen, joten graafissa G on (suora) polku solmujen «” ja v’ vililld. Edelleen
tama polku siséltdd sarmén e tdsmilleen kerran. Olkoon tdma polku esimerkiksi

’ ’
V,VI,-..,Vk,v,u,Vk+3,..-,V[—1,u .

(Koska G on suuntaamaton, voidaan olettaa, ettd solmu v esiintyy polussa ennen
solmua u.) Mutta nyt

4 /
VoVeo s Vs Vol oo oy Up—2, Uy Vi35 o o o, V-1, U

on graafin G — e polku, miké on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. O
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2.4 Komponentti

Vaikka graafi ei olisikaan yhtendinen, jotkin sen aligraafeista ovat tietenkin yhte-
ndisid. Itse asiassa epdyhtendisen graafin voidaan ajatella koostuvan useasta graafin
yhtendisestd aligraafista (eli komponentista).

Maaritelma 2.11. Graafin maksimaalinen yhtendinen aligraafi on graafin kom-
ponentti (component).

G: Ve Vg
Vi Vo Vg Vio
Vs
V3 Vs @ Vp Vio
Kuva 2.11. Graafissa G on neljd komponenttia.

Graafin komponentti ei ole graafin minkéén yhtendisen aligraafin aito aligraafi.
Yhtendiselld graafilla on vain yksi komponentti, graafi itse; epayhtendiselld graa-
filla on useita komponentteja. Eristetty solmu muodostaa yksinidin graafin yhden
komponentin. Sarmén poistaminen lisdd graafin komponenttien méaridi enintdan
yhdella.

Lause 2.9. Jos graafin G solmu v on yhdistetty johonkin graafin G komponen-
tin H solmuun, niin v on komponentin H solmu.

Todistus. Oletetaan, ettd H = (V, E) ja v on yhdistetty solmuun u € V. Tehdéin
vastaoletus, ettd v ¢ V. Olkoon p: v = v, e1, vy, . . ., €y, v, = u polku, joka yhdistaa
solmut u ja v. Olkoon F = (V U {vo,vi,...,vp}, EU{ej,en,...,e,}). Koskavy ¢ V,
komponentti H on graafin F aito aligraafi. Toisaalta F' on yhtendinen, koska H on

yhteniinen ja polku p yhdistdaa solmut vg, vy, . . ., v, joukon V solmuihin solmun u
kautta. Siis H ei ole graafin G maksimaalinen yhtendinen aligraafi eli H ei ole
komponentti. m|

Lause 2.10. Jokainen graafin G solmu kuuluu tdsmdlleen yhteen graafin G
komponenttiin. Samoin jokainen graafin G sdrmd kuuluu tdsmdlleen yhteen
graafin G komponenttiin.

Todistus. Osoitamme ensiksi, ettd graafin jokainen solmu kuuluu ainakin yhteen
komponenttiin ja toiseksi, ettd jokainen solmu kuuluu korkeintaan yhteen kompo-
nenttiin.

Olkoon G = (V,E) jav € V. Olkoon edelleen V; solmuun v yhdistettyjen
solmujen joukko. Siis solmujoukon V; indusoima aligraafi (V;) on yhtendinen, koska
sen kaikki solmut ovat yhdistetyt toisiinsa solmun v kautta. Toisaalta (V;) on graafin G
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maksimaalinen yhtendinen aligraafi, silla V; sisdltaa kaikki solmuun v yhdistetyt
solmut ja indusoituna graafina (V) sisiltdd myos kaikki mahdolliset sarmait. Siis (V)
on graafin G komponentti, johon solmu v kuuluu.

Olkoot H = (V}, E1) ja F = (V,, E») sellaisia graafin G komponentteja, ettd v € V)
jav € V5. Koska H ja F ovat yhtendisid, niin kaikki joukkojen V; ja V> solmut ovat
yhdistetyt solmuun v. Siis lauseen 2.9 mukaan kaikki joukkojen V; ja V» solmut
kuuluvat samaan komponenttiin kuin v, joten H = F.

Siis solmu v kuuluu tdsmilleen yhteen graafin G komponenttiin. Koska sarmé
yhdistidd padtesolmunsa, sirmén paidtesolmut kuuluvat samaan komponenttiin. Siis
my0s sdrmi kuuluu tihdn samaan komponenttiin eli kukin graafin G sdrmi kuuluu
tasmaélleen yhteen graafin G komponenttiin. i

Lauseen 2.10 todistus antaa yhden algoritmin, jolla graafi voidaan jakaa kompo-
nentteihin. Lisdksi komponenttien solmujoukot muodostavat graafin solmujoukon
luokkajaon.
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2.5 Aste ja nulliteetti

Graafin asteen ja nulliteetin merkitys tulee varsinaisesti esille vasta luvussa 3.8.
Midrittelemme késitteet kuitenkin jo nyt, jotta pystymme jo aiemmin esittam&in
kisitteitd koskevia aputuloksia.

Mairitelma 2.12. Olkoon G graafi, jossa on n solmua, m sirmii ja k kompo-
nenttia. Talloin graafin G aste (rank) on

p(G) =n—k
ja graafin G nulliteetti (nullity) on

wG)=m-n+k.

Selvistikin aina p(G) > 0 ja p(G) + u(G) = m.

G n—k=p(G)|m-p(G)=uG)

° 1-1=0 0-0=0
o o 2-2=0 0-0=0
oo 2-1=1 1-1=0
o o o 3-3=0 0-0=0
o oo 3-2=1 1-1=0
3-1=2 2-2=0

3-1=2 3-2=1

SESEEE

Taulukko 2.1. Joidenkin graafien asteet ja nulliteetit.

Lause 2.11. Olkoon G jokin m-sédrmdinen graafi. Tiilloin p(G) < m.

Todistus. Olkoon n graafin G solmujen ja k graafin G komponenttien lukumaéra.
Todistamme lauseen induktiolla sdrmien lukumiirin m suhteen. Jos m = 0, jokaisessa
komponentissa on tdsmilleen yksi solmu ja myos p(G) = 0.

Oletetaan nyt, ettd p(G) < m, kun sdrmid on korkeintaan m kappaletta, ja
osoitetaan, ettd p(G) < m + 1, kun sdrmid on m + 1 kappaletta. Olkoon H jokin
graafin G komponentti, jossa on sirmid e = {u, v}, ja olkoon k’ graafin G — e
komponenttien lukumééra.
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Jos H — e on yhtendinen, graafin komponenttien lukuméiri ei muutu eli ¥’ = k
jap(G)=n—-k=n-k" =p(G—-e) <m < m+ 1.Jos taas H — e ei ole yhtendinen,
siind on kaksi komponenttia ja graafin G — e komponenttien lukuméaérd k" = k + 1
Siis o(G)=n—k=n—-(k'-1)=m-k)+1=p(G-e)+1 <m+1.

Siis kummassakin tapauksessa p(G) < m + 1, joten alkuperdinen viite on tullut
todistetuksi.

i
Lauseen 2.11 perusteella myoskin nulliteetille patee u(G) > 0.

43



2.6 Irrotussolmu ja lohko

Sovelluksissa graafin yhtendisyys on melko yleinen vaatimus. Joskus tdmékéaén ei
kuitenkaan riitd vaan tarpeen on tietdd, pysyyko graafi yhtendiseni, jos siitd poistetaan
yksi solmu.

Miiéritelmi 2.13. Graafin G solmu v on graafin G irrotussolmu (cut-vertex),
jos graafissa G — v on enemmain komponentteja kuin graafissa G.

G;: G,: G;:
u v i

Kuva 2.12. Solmu u on graafin G irrotussolmu ja solmu v on graafin G, irrotussolmu.
Graafissa G3 ei ole irrotussolmua.

Eristetty solmu ei ole irrotussolmu, sillé eristetyn solmun poistaminen graafista
vihentdd graafin komponenttien lukumaaraa.

Lause 2.12. Jos v on graafin G irrotussolmu, niin G — v ei ole yhtendinen.

Todistus. Graafissa G — v on ainakin kaksi komponenttia. O

Mairitelma 2.14. Graafi on separoituva (separable), jos se on epidyhtendinen tai
silld on ainakin yksi irrotussolmu. Muussa tapauksessa graafi on separoitumaton
(nonseparable).

e e

Kuva 2.13. Separoitumattomia graafeja.

Maaritelma 2.15. Graafin maksimaalinen separoitumaton aligraafi on graafin
lohko (block).

Graafin G aligraafi H on siis graafin G lohko, jos (i) H on separoitumaton ja
(ii) aina, kun F on graafin G aligraafi, joko F on graafin H aligraafi tai H U F on
separoituva. Separoitumattomalla graafilla on vain yksi lohko, graafi itse.
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Kuva 2.14. Graafissa G| on kolme lohkoa ja graafissa G, on neljd lohkoa.

Lause 2.13. Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Todistus. Olkoon G = (V,E), e € E jae = {u, v}. Menetellddn seuraavasti:
1. Asetetaan H := ({u, v}, {e}). Tdlloin H on graafin G separoitumaton aligraafi.
2. Jos H on lohko, lopetetaan.

3. Jos H ei ole lohko, on olemassa sellainen graafin G separoitumaton aligraafi F,
ettd H on graafin F aito aligraafi. Valitaan jokin téillainen F.

4. Asetetaan H := F ja jatketaan kohdasta 2.

Tdma algoritmi pysidhtyy, koska kohdassa 3 graafi H on graafin F aito aligraafi.
Niin ollen kohdassa 4 graafiin H lisédtdédn ainakin yksi solmu tai sarmi. Algoritmin
paittyessda H on lohko, jossa on sirmi e. m|

Lause 2.14. Graafin jokainen separoitumaton aligraafi on jonkin lohkon ali-
graafi.

Todistus. Separoitumaton aligraafi voidaan taydentéda lohkoksi lauseen 2.13 todistuk-
sessa esitetylld algoritmilla. m|

Seuraus 2.15. Graafin jokainen solmu kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Todistus. Solmu muodostaa yksin separoitumattoman aligraafin, joka lauseen 2.14
perusteella kuuluu johonkin lohkoon. m|

Lause 2.16. Graafin jokainen sdrmd, joka ei ole luuppi, kuuluu téismdlleen
yvhteen lohkoon.

Todistus. Lauseen 2.13 mukaan jokainen sirméd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.
Lauseen loppuosan todistus jitetddn harjoitustehtaviaksi. O
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Kuva 2.15. Pseudograafissa G on kaksi lohkoa.

Solmu tai luuppi voi kuulua useampaankin lohkoon (ks. kuvat 2.14 ja 2.15).

Lause 2.17. Solmu v on yhtendisen graafin G irrotussolmu téismdilleen silloin,
kun on olemassa kaksi sellaista graafin G eri solmua u jaw, ettdu + v, w # v
ja v on jokaisen solmujen u ja w vilisen polun solmu.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd v on graafin G irrotussolmu. Siis lauseen 2.12 nojalla
graafi G —v ei ole yhtendinen eli siind on ainakin kaksi komponenttia G| = (V}, E}) ja
G, = (W, E»). Olkoon u € V| jaw € V,. Selvistikin solmut v, # ja w ovat eri solmuja.
Tehdadn nyt vastaoletus, ettd on olemassa sellainen graafin G polku p: u — w, ettd v
ei ole polun p solmu. Siis p on my0s graafin G — v polku. Ndin ollen u ja w olisivat
yhdistettyji graafissa G — v, mikd on mahdotonta, silld u ja w kuuluvat graafin G — v
eri komponentteihin.

Oletetaan seuraavaksi, ettd u, v ja w ovat eri solmuja ja solmu v kuuluu jokaiseen
solmujen u ja w viliseen polkuun. Siis yksikdin polku solmusta # solmuun w ei
ole graafin G — v polku, joten solmut u ja w eivit ole yhdistetyt graafissa G — v.
Siis graafissa G — v on ainakin kaksi komponenttia eli ainakin yksi komponentti
enemmin kuin yhtendisessd graafissa G. Siis solmu v on graafin G irrotussolmu. 0O

Lause 2.18. Yhtendinen graafi G on separoituva tismdilleen silloin, kun graa-
filla G on kaksi viihintddn kaksisolmuista aligraafia, joilla on tismdlleen yksi
vhteinen solmu ja joiden unionina saadaan graafi G.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd graafi G = (V, E) on yhtendinen ja separoituva.
Talloin siind on ainakin yksi irrotussolmu v. Lauseen 2.17 perusteella on olemassa
sellaiset irrotussolmusta v eroavat eri solmut u ja w, ettd irrotussolmu v on jokaisen
solmusta u solmuun w kulkevan polun solmu. Lauseen 2.17 todistuksessa todettiin,
ettd u ja w kuuluvat graafin G — v eri komponentteihin. Olkoon H = (W, F)
se komponentti, johon solmu w kuuluu. Olkoot G; = (V}, E;) = (W U {v}) ja
Gy = (Vo, E») = (V \ W) graafissa G indusoituja graafin G aligraafeja.

Koska u ja w kuuluvat graafin G — v eri komponentteihin, niinw € Wjau ¢ W.
Siisv,w € Vi jau ¢ V; sekd u,v € V, jaw ¢ V,. Joukoissa V; ja V; on siis vihintddn
kaksi alkiota ja niiden leikkaus

VinVh=(WU )NV \W) = {v).
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Edelleen Vi UV, = (WU {v}) U (V \ W) = V. Osoitetaan vield, ettd sarméjoukko
E; U E; = E. Koska mikéén joukon V \ W solmuista ei ole komponentin H solmu,
voi joukon V \ W solmuista ainoastaan solmusta v olla sdrmid joukon W solmuihin.
Koska kuitenkin v € Vj, mikddn sdrmisté ei voi jaada pois, joten Ey U E, = E eli
GUG, =0G.

Oletetaan seuraavaksi, ettd G| = (V}, E}) ja G2 = (V,, E») ovat sellaisia graafin G
aligraafeja, ettd V; NV, = {v}, joukoissa V; ja V, on kummassakin vihintdan kaksi
solmua ja G| U G, = G. Koska joukoissa V; ja V, on kummassakin vihintdidn kaksi
solmua on olemassa sellaiset solmut u € V) jaw € Vo, etti u # v jaw # v. Koska
VinV, ={v}ja E = E| U Ej, kaikki polut solmusta u# solmuun w kulkevat solmun v
kautta. Koska graafi G on yhtendinen, solmu v on lauseen 2.17 mukaan graafin G
irrotussolmu eli graafi G on separoituva. O

Seuraus 2.19. Yhtendisessd separoituvassa graafissa on ainakin kolme solmua.

Lause 2.20. Jokaisessa vihintddn kaksisolmuisessa graafissa on ainakin kaksi
solmua, jotka eivit ole irrotussolmuja.

Todistus. Todistamme lauseen induktiolla solmujen lukuméiiréin n suhteen. Olkoon
n = 2. Jos solmujen vililla on sdrma4, toisen solmun ja sirmén poistaminen pitid
komponenttien médrdan yhtend, ja jos sdrmédi ei ole, toisen solmun poistaminen
vihentdd komponenttien lukuméirdd. Kummassakaan tapauksessa ei kumpikaan
solmuista ole irrotussolmu.

Tehddidn induktio-oletus, ettd jokaisessa korkeintaan n-solmuisessa (n > 2)
graafissa on ainakin kaksi solmua, jotka eivit ole irrotussolmuja. Olkoon graafin G
solmujen lukumiird n + 1. Jos graafissa G ei ole irrotussolmuja, viite on tosi. Siis
voidaan olettaa, ettd graafissa G on ainakin yksi irrotussolmu v. Nyt graafissa G — v
on n solmua. Olkoot G1, Gy, . . ., G, graafin G —v komponentit. Néitd on lauseen 2.12
mukaan vahintiin kaksi.

Yksisolmuisissa komponenteissa G; komponentin ainoa solmu ei ole graafin G
irrotussolmu, silld solmusta voi olla sarméa ainoastaan solmuun v. Taten solmun
poistaminen ei kasvata komponenttien lukuméérdd (mutta voi vihentaa).

Useampisolmuisissa komponenteissa G; solmuja on korkeintaan n kappaletta.
Téten induktio-oletuksen nojalla niistd ainakin kaksi solmua u ja w eivit ole graafin G;
irrotussolmuja. Jos ndistd jompikumpi ei ole solmun v vierussolmu, se ei ole mydskédéan
graafin G irrotussolmu. Jos taas molemmat solmut « ja w ovat solmun v vierussolmuja,
mutta eivit irrotussolmuja komponentissa G;, niin toisen solmun poistaminen ei
katkaise muiden solmujen yhteytté toiseen solmuun ja sen kautta edelleen solmuun v.
Taten kumpikaan solmuista u ja w ei ole graafin G irrotussolmu.

Niin ollen jokaisesta komponentista G; 10ytyy ainakin yksi solmu, joka ei ole
graafin G irrotussolmu. Koska komponentteja on ainakin kaksi, graafista G 16ytyy
ainakin kaksi solmua, jotka eivit ole irrotussolmuja. O
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2.7 Irrotus ja irrotusjoukko

Paitsi solmuja poistamalla graafi voidaan jakaa komponentteihin my0s sdrmié
poistamalla.

Mairitelmai 2.16. Yhtendisen graafin irrotusjoukko (cutset) on minimaalinen
sarmijoukko, jonka poistaminen graafista jakaa graafin kahteen komponenttiin.

Yhtenidisen graafin G = (V, E) sirmdjoukko F' C E onsiis graafin G irrotusjoukko,
jos (i) G — F ei ole yhtendinen ja (ii) G — H on yhtendinen aina, kun H C F (aito
osajoukko). Graafilla voi siis olla useita irrotusjoukkoja ja irrotusjoukoissa voi olla
eri maara sarmia.

Mairitelma 2.17. Yksisdarmdistd irrotusjoukkoa sanotaan sillaksi (bridge).

Esimerkki 2.10. Kuvan 2.16 graafin G irrotusjoukkoja ovat esimerkiksi joukot
{e1,es}, {e3, e4, €5}, {€7, e} ja {eg}. Irrotusjoukko {eg} on silta.

Kuva 2.16. Yksinkertainen graafi G.

Miaéritelmi 2.18. Olkoon {V}, V,} graafin G = (V, E) solmujoukon V jokin
luokkajako. Télloin niiden sdrmien joukko, joiden toinen pédétesolmu on jou-
kossa V; ja toinen joukossa V5, on graafin G irrotus (cut). Télle irrotukselle
kaytetddan merkintdd (Vy, V;).

Kuva 2.17. Nelisdrméinen irrotus {{vy, v2, v3}, {v4, Vs, V6 }).

Irrotus (V}, V) on siis minimaalinen sdarméjoukko, joka jakaa graafin G kah-
deksi solmujoukkojen V; ja V; indusoimaksi graafiksi. Irrotuksen sarméjoukko ei
kuitenkaan miairaa joukkoja V; ja V; yksikdsitteisesti, joten irrotusta ei yleisesti voi
esittdd pelkistdadn luettelemalla sen sarmét. Esimerkiksi kuvassa 2.18 irrotuksien
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({vi, v2, v3, 4, v7, v8 }, {5, V6 }) ja {{v1, v2, v3, v4}, {vs, Vs, V7, vg}) sdrmiit ovat samat,
mutta solmujen luokkajaot eroavat.

Kuva 2.19. Kolmisdrmdinen irrotus {{vy, vz, v4}, {v3, vs, v, V7, Vg, Vo } ). Tdmdi irrotus on myos
irrotusjoukko.

Lause 2.21. Yhtendisen graafin G = (V,E) irrotus (V1,V2) on graafin G
irrotusjoukko tdismdlleen silloin, kun solmujoukkojen V| ja V,» indusoimat
graafin G aligraafit (V1) ja (V) ovat yhtendiisid.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd irrotus (Vj, V») on graafin G irrotusjoukko. Koska
{V1, V2} on joukon V luokkajako, joukot V| ja V, ovat erillisi. Taten aligraafissa (V) ei
ole sarméad joukon V; solmuista aligraafin (V) solmuihin. Siis myos graafit (V1) ja (V»)
ovat erillisid. Koska graafissa G — (V}, V») on irrotusjoukon miiritelmén perusteella
tasmélleen kaksi komponenttia ovat aligraafit (V) ja (V5) nimid komponentit. Siis
(V1) ja (V») ovat yhteniiset.

Oletetaan seuraavaksi, ettd solmujoukkojen V; ja V, indusoimat graafin G aligraafit
(V1) ja (V») ovat yhtendisia. Koska joukot V| ja V, ovat epityhjid ja irrotuksena
(V1, Vo) sisiltdd kaikki ne sédrmiit, joiden toinen péitesolmu on joukossa V; ja toinen
joukossa V,, niin G — (V}, V) ei ole yhtendinen.

Olkoon nyt H C (V},V») jae € (V}, Vo) \ H. Koska e € (V}, V;), niin e yhdistdd
jotkin joukkojen V; ja V, solmut. Toisaalta e ¢ H, joten e on graafin G — H sdrmad.
Koska (V;) ja (V») ovat yhtendisid, myos G — H on yhtenidinen.
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Siis (V1, V2) on minimaalinen sdarmé&joukko, joka jakaa graafin G kahteen kompo-
nenttiin. Titen (V}, V,) on graafin G irrotusjoukko. O

Lause 2.22. Jos F on yhtendisen graafin G irrotusjoukko ja G| = (Vi, E) sekd
G, = (W, E») ovat graafin G — F kaksi komponenttia, niin F = (V}, V»).

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd F # (Vi,V;). Télloin on siis olemassa joko
sellainen sdarmi e € (V}, V»), ettd e ¢ F, tai sellainen sdrmé e € F, ettd e ¢ (V}, V»).
Ensimmaisessi tapauksessa sarmi e yhdistdi jotkin solmut joukoista Vi ja V5.
Koska e ¢ F, sirmé e on graafin G — F sdarmd. Siis sdrmd e yhdistda graafin G — F
kahden eri komponentin jotkin solmut, mikd on mahdotonta.
Jalkimmdisessa tapauksessa G — (F \ {e}) ei ole yhtendinen. Tamai on kuitenkin
mahdotonta, koska F on irrotusjoukko ja F \ {e} sen aito osajoukko. O

Lause 2.23. Yhtendisen graafin G irrotus on joidenkin graafin G erillisten
irrotusjoukkojen unioni.

Todistus. Olkoon (V}, V») graafin G irrotus. Todistamme induktiolla irrotuksen sér-
joukkojen unioni.

Jos n = 1, irrotuksessa (V}, V») on tdsmilleen yksi sirmi e. Edelleen graafissa
G — e on tismilleen kaksi komponenttia, koska sdrméin poisto lisad komponenttien
lukumaiiria korkeintaan yhdella. Siis (V}) ja (V) ovat yhteniisid, joten (V}, V) on
lauseen 2.21 mukaan graafin G irrotusjoukko.

Tehdién nyt induktio-oletus, ettd jokainen korkeintaan n-sdrméinen irrotus on
joidenkin graafin G erillisten irrotusjoukkojen unioni. Olkoon (V}, V,) graafin G
irrotus, jossa on n + 1 sdrméaa. Jos (V}, V) on graafin G irrotusjoukko, viite on tosi.
Niin ollen voimme jatkossa olettaa, ettd (Vi, V;) ei ole graafin G irrotusjoukko.

Koska (V}, V) ei ole graafin G irrotusjoukko, niin lauseen 2.21 mukaan joko
(V1) tai (V) ei ole yhtendinen. Todistuksen yleisyyttd rajoittamatta voimme olettaa,
ettd (V}) ei ole yhtendinen. Olkoot G| = (U}, F1), Gy = (U, F3), ..., Gy = (U, Fryy)
aligraafin (V) komponentit ja olkoot E;, (i = 1,2,...,m) komponentin G; ja ali-
graafin (V,) vilisten sdarmien joukot. Koska komponentit G; ovat erillisid, myos
sarmdjoukot E; ovat erillisid. Lisdksi kukin joukon (Vi, V,) sdrmé yhdistdé jonkin
komponentin G; aligraafiin V,, joten sdrméjoukkojen E; unioni on (Vj, V;).

Joukot E; ovat siis erillisid ja niiden unioni on irrotus (Vi, V). Edelleen jokainen E;
on korkeintaan n-sdrméinen graafin G irrotus (U;, V \ U;), silla m > 2 ja E; # 0.
Siis induktio-oletuksen mukaan ne ovat erillisten irrotusjoukkojen unioneja. Ndin
ollen (V}, V») on erillisten erillisten irrotusjoukkojen unionien unioni eli erillisten
irrotusjoukkojen unioni. i

50



Kuva 2.20. Irrotus {e3, e4, es, €9} on erillisten irrotusjoukkojen {e3, e4} ja {eg, €9} unioni.

Lause 2.24. Graafin G kahden eri irrotuksen symmetrinen erotus on graafin G
irrotus.

Todistus. Olkoot E; = (V}, V») ja Ey = (V3, Vy) kaksi graafin G = (V, E) eri irrotusta.
Nyt
Viuwvb=V3uV, =V
ja
VinVa=VsnNV, =0.
Olkoon A=ViNV;, B=ViNVy, C =V,NV3jaD =V, N Vs On helppo osoittaa,
ettd joukot A, B, C ja D ovat parittain erillisid. Nyt
Er=W,V2) =(AUB,CUD) =(AC)U(A D) U(B,C)U (B, D)
ja
Er =(V3,V4) =(AUC,BUD) = (A B)U(A D) U(B,C)U(C, D),

joten symmetrinen erotus

Ei®E, = (A, B)U(A C)U(B,D)U(C,D)
=(A,B)U(A,C) U (D,B) U(D,C)
=(AUD,BUC).
Koska joukot A U D ja B U C ovat erillisid, epétyhjia (koska E; ja E, ovat eri

irrotuksia) ja niiden unioni AU D U BU C = V, symmetrinen erotus E; & E; on
graafin G irrotus. O

Seuraus 2.25. Graafin G kahden erillisen irrotuksen unioni on graafin G irrotus.

Todistus. Kahden erillisen joukon symmetrinen erotus on sama kuin niiden unioni.

Kuva 2.21. Trrotus {ey, 2, €3, €6, €9} on irrotusten {es, €3, ey, €5, €6} ja {e1, e4, €5, €9} Sym-
metrinen erotus.
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Pelkka sarmdjoukko ei vilttimattda mairda yksikasitteisesti myoskédian kahden
irrotuksen symmetrisend erotuksena saatavaa irrotusta. Olkoon G = (V, E) kuvan
2.22 graafi, missd

V={vi,va,v3,v4} ja E ={e, e} = {{vi,v2}, {v3,v4}}.
Olkoon Vi = {vi} ja Vo = {v,v3,v4} sekd V5 = {v3} ja V4 = {v1,v2, v4}. Nyt

Vi, o) ={e1} ja (V3, Vi) ={ex},

joten
Vi, Vo) ® (V3, Vi) = {e1} @ {e2} = {ey, €2}

ja tdma irrotus voi olla joko ({vi, vz}, {va, va}) tai ({vi, va}, {va, v3}).
G.

Kuva 2.22. Graafi, jossa sairmijoukko ei vilttamattd maardd yksikasitteisesti irrotusta.

Lause 2.26. Jos v on yhtendisen vihintddn kaksisolmuisen graafin G = (V, E)
solmu, niin ({v},V \ {v}) on graafin G irrotus. Tdamd irrotus on irrotusjoukko
tasmdlleen silloin, kun G — v on yhtendinen (eli jos v ei ole irrotussolmu).

Todistus. Koska {{v},V \ {v}} on joukon V luokkajako, niin ({v}, V \ {v}) on graa-
fin G irrotus. Selvisti ({v}) on yhtendinen, joten lauseen 2.21 mukaan ({v},V \ {v})
on graafin G irrotusjoukko tasmalleen silloin, kun myos G — v on yhtendinen (eli v
ei ole irrotussolmu). O

Seuraus 2.27. Yhtendisen yksinkertaisen vdhintddn kaksisolmuisen graafin G
solmun v kautta kulkevien sdrmien joukko on graafin G irrotusjoukko tdsmdilleen
silloin, kun v ei ole graafin G irrotussolmu.

Todistus. Koska G on yksinkertainen, solmun v kautta kulkevien sdrmien joukko on
nimenomaan joukko ({v},V \ {v}). O

Lopuksi voidaan vield todeta, ettd graafi G = (V, E) on kaksijakoinen tdsmélleen
silloin, kun on olemassa sellainen graafin G irrotus (Vy, V»), ettd (V},V,) = E.
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2.8 Yhtenaiisyysaste

Olemme edellé todenneet, ettd graafi voi olla yhtendinen tai epayhtenédinen. Yhtendiset
graafit voidaan lisiksi luokitella sen mukaan, kuinka paljon graafista voidaan poistaa
solmuja tai sirmid niin, ettd graafi pysyy vield yhtendisena. Tarkastelemme aluksi
solmujen poistamista.

Mairitelma 2.19. Graafin G (solmu)yhtendisyysaste ((vertex) connectivity)
k(G) on pienin méird solmuja, joiden poistaminen tekee graafista epayhtendisen
tai yksisolmuisen.

Gl: Gz: G3:

L] A

Kuva 2.23. Yhteniisyysasteet «(G) = 2, k(G2) = 2 ja k(G3) = 3.

Jos graafi G on epidyhtendinen tai yksisolmuinen, niin «(G) = 0. Muussa
tapauksessa (G yhtendinen ja vahintdan kaksisolmuinen) x(G) > 1.

Lause 2.28. Olkoon G yhtendinen graafi. Jos G on kaksisolmuinen tai siind on
ainakin yksi irrotussolmu, niin «(G) = 1. Muussa tapauksessa (G vdhintddn
kolmisolmuinen ja siind ei ole irrotussolmuja) x(G) > 2.

Todistus. Olkoon G yhtendinen vihintiddn kaksisolmuinen graafi. Tall6in x(G) > 1.
Jos G on kaksisolmuinen, yhden solmun poistaminen tekee siitd yksisolmuisen ja
siis k(G) = 1. Jos graafissa G on irrotussolmu v, solmun v poistaminen tekee siité
epdyhtendisen ja siis x(G) = 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd graafissa G on vihintidn kolme solmua, joista mikédan
ei ole irrotussolmu. Tehddin vastaoletus, ettd x(G) = 1. Silloin on olemassa sellainen
solmu v, ettd poistamalla se graafista tulee joko yksisolmuinen tai epdyhtendinen.
Koska graafissa on ainakin kolme solmua, siitd tulee epdyhtendinen. Siis solmu v on
irrotussolmu, mikd on mahdotonta. O

Kuva 2.24. Yhteniisyysasteet «(G1) = 3 ja k(G2) = 2.

Lause 2.29. Jos n-solmuinen yksinkertainen graafi G on tdydellinen, niin
k(G) = n — 1. Muussa tapauksessa k(G) < n — 2.
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Todistus. Jos graafi G on tdydellinen, se pysyy yhtendisend ja taydellisend, kun siita
poistetaan solmuja. Kun solmuja on poistettu n — 1 kappaletta, niitd on enéda yksi
jaljella. Siis
k(G)=n-1.
Jos graafi ei ole tdydellinen on olemassa kaksi solmua, jotka eivit ole vierus-
solmuja. Muiden solmujen poistaminen tekee graafista epidyhtenédisen. Koska muita
solmuja on n — 2 kappaletta, niin

k(G) <n-2. O

Mairitelmi 2.20. Solmujoukko W c V on graafin G = (V, E) hajotusjoukko
(disconnecting set), jos G — W on epayhtendinen tai yksisolmuinen.

Esimerkki 2.11. Kuvan 2.25 graafin G hajotusjoukkoja ovat esimerkiksi joukot
Wi = {va}, Wa = {v2,v3,v4,vs} ja W3 = {v3, vs}.

G: v,

\21 Vy

Vs
Kuva 2.25. Yksinkertainen graafi G.
Graafin hajotusjoukko voi olla tyhjd. Talloin graafi on epdyhtendinen tai yksisol-

muinen. Jos G = (V, E) on epayhtendinen, miki tahansa joukko W C V on graafin G
hajotusjoukko.

Mairitelmi 2.21. Graafi G on (vihintidin) k-yhtendinen (k-connected), jos
k(G) > k(keZ,).

Siis k-yhtendisessd graafissa jokaisessa hajotusjoukossa on vihintddn k solmua.
Edelleen, jos graafissa G on n solmua, niin G on korkeintaan (n — 1)-yhteniinen.
Yhtendiset vihintddn kaksisolmuiset graafit ovat 1-yhtendisia.

Esimerkki 2.12. Kuvan 2.26 graafi G on 1-yhtendinen ja «(G1) = 1. Graafi G, on
1- ja 2-yhtendinen ja k(G») = 2. Graafi G3 taas on 1-, 2- ja 3-yhtendinen ja x(G3) = 3.

Gl: Gz: G3:

. XX

Kuva 2.26. Yksinkertaiset graafit G, G ja G3.
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Seuraavat kaksi lausetta seuraavat suoraan lauseista 2.28 ja 2.29.

Lause 2.30. Olkoon G yhtendinen vihintddn kolmisolmuinen graafi. Tdilloin G
on 2-yhtendinen tdasmdlleen silloin, kun graafissa G ei ole irrotussolmuja.

Lause 2.31. Jos n-solmuinen yksinkertainen graafi G on tdydellinen, niin G on
(n — 1)-yhtendinen. Muussa tapauksessa G on korkeintaan (n — 2)-yhtendinen.

Seuraava lause taas osoittaa, ettd graafin yhtendisyysaste ei voi olla suurempi
kuin minimiaste.

Lause 2.32. Graafin yhtendisyysasteen ja minimiasteen vdlilld on voimassa
arvio

K(G) < §(G).

Todistus. Jos graafi G = (V, E) on epdyhtendinen, niin x(G) = 0 ja viite on tosi.
Voimme siis olettaa jatkossa, ettid G on yhtendinen.
Olkoon v graafin G jokin solmu ja

IFrv)y={ueV|{uvieE u+v}

solmun v vierussolmujen joukko. Koska graafissa G — I'(v) solmu v on eristetty,
niin I'(v) on graafin G hajotusjoukko. Siis yhtendisyysaste «(G) < |I'(v)|. Toisaalta
solmun v asteelle pitee [['(v)| < deg(v), silld solmulla on korkeintaan yhtd monta
vierussolmua kuin siitd ldhtee sdrmid (yhtdsuuruus on voimassa yksinkertaisille
graafeille). Erityisesti arvio

k(G) < [T(v)| < deg(v)
on voimassa sille solmulle, jonka aste on pienin. Siis

k(G) < 6(G). O

G;: G,:

Kuva 2.27. Graafien minimiasteet ovat 6(G|) = 2 ja 6(G,) = 2 ja yhtendisyysasteet ovat
K(G]) = 2ja K(Gz) = 1.
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Lause 2.33. Jos n-solmuisessa graafissa G on m sdrmdd, niin

k(G) < {2_m| )

n

Todistus. Olkoon G = (V, E), missd |V| = nja |E| = m . Silloin lauseiden 2.32 ja 1.1
nojalla

%Zdeg(v)‘ ~ EZ|E|| = {27’”|

K(G) < 6(G) = % Z §(G) <
vevV

veV

O

Esimerkki 2.13. Kuvan 2.28 graafissa G on 5 solmua ja 8 sdrmid, joten lauseen 2.33
perusteella

k(G) < {15—6| =3.

(Itse asiassa k(G) = 2.)

Kuva 2.28. Yksinkertainen graafi G.

Lause 2.34. Sdrmid n-solmuisessa k-yhtendisessd graafissa on vdhintddn
[kn/2].

Todistus. Olkoon G = (V, E), missd |V| = n ja |E| = m. Koska lauseen 2.33 nojalla

niin
Koska sdrmien lukumaira on kokonaisluku, niin

m>{k—nw O
5|
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Maaritelma 2.22. Hararyn graafi Hy, (k < n) on graafi, joka muodostetaan
seuraavasti. Jos k on parillinen (= 2r), niin Hy, = Hy;, = (V, E), missd

V: {VO,Vl,---»Vn—l}
ja
E = {{vi,vj}|i¢jjaj0k0|i—j| <rtailn—(—-j)l<r}.

Jos k on pariton (= 2r + 1), mutta n on parillinen saadaan Hararyn graafi Hy, 1,
lisddmailla Hararyn graafiin H», , sdrmit

F = {{v,',v]'}|l¢j_]a|l—]| :5}
= {{VO, vn/Z}’ {Vl, Vn/2+1}, R {vl’l/z—la Vn—l}}-

Jos sekd k (= 2r + 1) ettd n ovat parittomia saadaan Hararyn graafi Hp, 41,
lisadmalla Hararyn graafiin Hy,, sdrmit

F= { {vi,vj}

= {{vo, Vs )25 V1, Vs 1yj241 8 - - o> {Vn=1y/2 Vit 15

-1 +1
i:0,1,...,”2 jaj=i+ }

missa v, = V.

H4‘8: i z H5Y8: Z HSQ@

Kuva 2.29. Hararyn graafit Ha g, Hs g ja Hs 9.

Lause 2.35. Hararyn graafissa Hy,, on [kn/2] sdrmdid.

Todistus. Muodostetaan Hararyn graafi Hy ,,. Jos k on parillinen (k = 2r), solmun v;

vierussolmuja ovat solmut v+ 1, Vi, . . ., Vixr. Jositl ¢ {0, 1,...,n—1} (1 <1 < r),

solmulla v;.; tarkoitetaan tdssd solmua v;.(;_p).) Sdrmié on siis yhteensi

n2r/2 = nk/2

kappaletta.

Jos k on pariton (k = 2r + 1) ja n parillinen, Hararyn graafissa Hy,, on n2r/2
sdrméa ja siihen lisdtddn n/2 sdrméa. Talloin sdrmid on yhteensa

n2r/2 +n/2 = nk/2
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kappaletta.
Jos sekd k (= 2r + 1) ettd n ovat parittomia, Hararyn graafissa Hp,, on n2r/2
sdrméa ja siihen lisdtdédn (n + 1)/2 sdrméad. Tdlloin sdrmid on yhteensi

n2r/2+m+1)/2=nk/2+1/2 = [nk/2]

kappaletta. O

Lause 2.36. Oletetaan k,n € Z., (2 < k < n). Tdlloin on olemassa yksinker-
tainen n-solmuinen k-yhtendinen graafi, jossa on tdasmdlleen [kn/2] sdrmdd.

Todistus. Lauseen 2.35 mukaan Hararyn graafissa Hy, on [kn/2] sirmié. Osoitam-
me, ettd Hararyn graafi Hy, = (V, E) on k-yhtendinen. Todistamme tdssd tapauksen,
jossa k on parillinen (k = 2r). Muiden tapausten todistus sivuutetaan (ks. Thulasira-
man & Swamy [17], sivut 204-205).

Olkoon S ¢ V = {vg,vi,...,vy—1}, misséd |S| < 2r. Koska k < n, joukossa
V '\ § on vihintddn kaksi alkiota. Olkoot v,,vg € V \ § mielivaltaisesti valitut.
Todistuksen yleisyytti rajoittamatta voidaan olettaa, ettd @ < S. Olkoon edelleen
A = {Vg,Vas1,.--,vgl ja B = {vg, Vg1, ..., Va1, V0, - - -5 Va1, Vot Talldin jom-
mankumman joukon alkioista korkeintaan r — 1 on joukon § alkioita. Toisaalta
graafissa Hy, solmut v; ja v; ovat yhdistetyt, jos |i — j| < r tai |n — (i — j)| < r.
Siis joukon § alkioiden poistamisen jdlkeenkin joko joukon A \ § tai joukon B \ S
perdkkdiset solmut ovat aina yhdistetyt. Néin ollen jommassakummassa joukossa on
polku solmujen v, ja vg vililld. Siis Hy, — S on yhtendinen eli k(Hy,) > k — 1. Siis
Hj , on k-yhtendinen. O

Lause 2.37. Olkoon G yksinkertainen n-solmuinen graafi, jonka solmut on
Jdirjestetty niin, ettd

deg(vy) < deg(vp) < --- < deg(vy).

Jos tdlloin k < n ja
deg(vi) > i+ k-1

aina, kun 1 <i <n-1-deg(vy—r+1), niin G on k-yhtendinen.

Todistus. Olkoon G = (V, E) yksinkertainen graafi, joka toteuttaa annetut ehdot.
Tehdédidn vastaoletus, ettd G ei ole k-yhtendinen. Silloin on olemassa graafin G
hajotusjoukko W, jossaon m < k solmua. Koskan > k > m, niin G — W on vihintddn
kaksisolmuinen. Siis G — W ei ole yhtendinen. Olkoon H = (U, F) se graafin G — W
komponentti, jossa on vihiten solmuja. Olkoon & = |U]|. Talloin graafissa H jokaisen
solmun aste on pienempi tai yhtidsuuri kuin 2 — 1, joten graafissa G

degu)<(h—-1)+m<(h-1)+k

aina, kun u € U.
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Nyt siis graafissa G on ainakin # solmua, joiden asteluku on pienempi kuin
(h — 1) + k. Erityisesti siis deg(vy) < (h— 1)+ k = h + k — 1. Siis lauseen oletusten
mukaan ainoa mahdollisuus on, ettd 7 > n — 1 — deg(v,—x+1) eli

(2.1) n—-h-1< deg(vn_k+1).

Toisaalta, koska graafissa G — W on n — m solmua ja sen pienimmaissi kompo-
nentissa H on & solmua, niin 4 < n—m — heli h + m < n — h. Siis komponentin H
jokaisen solmun u asteelle pitee

degu) < (h—-1)+m<n—-h-1.

Koska W on hajotusjoukko, joukon (V \ U) \ W solmut eivit ole joukon U
solmujen vierussolmuja, joten myds joukon (V \ U) \ W solmujen aste on korkeintaan
n — h — 1. Siis ainoastaan joukon W solmujen aste voi olla suurempi tai yhtasuuri
kuinn —h - 1.

Téten on olemassa korkeintaan m sellaista solmua v, ettd deg(v) > n — h — 1. Siis
ehdon (2.1) nojalla

deg(Vn—m) <n-h-1< deg(vn—k+l)-

Koska solmut on numeroitu niiden asteiden mukaisessa suuruusjarjestyksessd, on
voimassan—m < n—k+1elim > k. Tam4 taas on mahdotonta, koska vastaoletuksesta
seuraa, ettd m < k. O

Esimerkki 2.14. Kuvan 2.30 graafissa G| solmujen lukuméiird n on 6. Jos k = 3,
niin k < n. Edelleenn—1—-deg(v,—x+1) = 6—1—-deg(v4) =6—-1-4=1.Kuni =1,
niini +k—-1=1+3-1=3 < deg(vy) = deg(v;). Siis graafi G| on lauseen 2.37
perusteella 3-yhtenidinen.

G;: G,: v,
Vg &)
Vi V3
Vi Vo
Vg v,
vV, v,
6 4 y
5

Kuva 2.30. Kolmiyhtenédinen graafi G, ja kaksiyhtendinen graafi G».
Lauseen 2.37 ehtojen toteutuminen ei ole kuitenkaan vilttiméaton ehto k-yhtenii-

syydelle. Esimerkiksi kuvan 2.30 graafi G, on 2-yhtendinen, vaikka lauseen 2.37
oletukset eivit tissd tapauksessa ole voimassa.
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2.9 Sirmayhtenaisyys

Luvussa 2.8 graafeja luokiteltiin tarkastelemalla, miten monta solmua graafista voi-
daan poistaa ilman, etti graafista tulee epidyhtendinen. Seuraavaksi asiaa tarkastellaan
tutkimalla sdrmien poistamista.

Mairitelma 2.23. Graafin G sdrmdyhtendisyysaste (edge connectivity) «’'(G)
on pienin madrd sdrmii, joiden poistaminen tekee (vdhintdin kaksisolmuisesta)
graafista epdyhtendisen. Yksisolmuisen graafin sirmiyhtendisyysaste on nolla.

O T TR

Kuva 2.31. Sirméyhtendisyysasteet «’(G1) = 1, '(G2) = 2 ja '(G3) = 3.

Yksisolmuisen tai epdyhteniisen graafin sairméyhtendisyysaste on nolla. Muulloin
graafin sdrmdyhtendisyysaste on graafin vihdsdrmdisimmin irrotuksen sdrmien
lukumadéri ja sarmayhtendisyysaste on vahintididn yksi.

Mairitelma 2.24. Graafi G on k-sdrmdyhtendinen (k-edge connected), jos
K(G) > k (k € Z,).

Siis ainakin k sdrméi tiytyy poistaa, jotta k-sidrmayhtendinen graafi muuttuisi
epdyhtendiseksi.

Esimerkki 2.15. Kuvan 2.32 graafin G| sdrmiyhtendisyysaste on kaksi ja graafi
on 1- ja 2-sdrméayhtendinen. Graafin G, sirmiyhtendisyysaste on yksi ja graafi on
I-sdrmdyhtendinen. Graafin G3 sirmayhtendisyysaste on kolme ja graafi on 1-, 2- ja
3-sdarmdyhtendinen.

G;: G,: Gs:
I:I>. E

Kuva 2.32. Yksinkertaiset graafit G, G ja G3.

Lause 2.38. Olkoon G graafi. Tdlloin yhtendisyysasteelle, sdrmdyhtendisyys-
asteelle ja minimiasteelle pditee

k(G) < K'(G) < 6(G).
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Todistus. Jos graafi G = (V, E) on epdyhtendinen tai yksisolmuinen, viite on tosi.
Voimme siis olettaa jatkossa, ettd graafi on yhtendinen ja vihintddn kaksisolmuinen.

Ensimmiinen epayhtdlo seuraa siitd, ettd jokainen sdrmi saadaan poistettua
poistamalla toinen sen péétesolmuista. Todistuksen tekniset yksityiskohdat jatimme
harjoitustehtéviksi.

Jalkimmadisen epayhtilon todistamiseksi oletamme, ettd v on sellainen graafin G
solmu, jonka aste on mahdollisimman pieni. Siis deg(v) = 6(G). Nyt sdarméjoukko
F = (V\ {v}, {v}) on lauseen 2.26 nojalla graafin G irrotus. Koska «’(G) on
vahdsdrmiisimman irrotuksen sdrmien lukumaéri ja irrotuksessa F' on korkeintaan
yhtd monta sdrméai kuin solmulla v on vierussolmuja, on

K'(G) < |F| £ 6(G). m|

Esimerkki 2.16. Kuvan 2.33 yksinkertaisille graafeille x(Gy) = 2, «'(G;) = 3,
0(G1) = 3, k(Gy) =2, K(Gz) = 2,6(Ga) =3, k(G3) =1, K(G3) = 2, 6(G3) = 3,

K(Ga) = 4, K(Gy) = 4ja 8(Gy) = 4.

s
T W

Kuva 2.33. Yksinkertaiset graafit G, G2, G3 ja Ga.

Lause 2.39. Olkoon G sellainen yhtendinen yksinkertainen graafi, ettd
K'(G) < 6(G).

Tdlloin graafissa G on sellainen irrotus {Vi,Vs), etti joukossa V| on solmu,
Jjolla ei ole vierussolmuja joukossa Vs, ja joukossa V> on solmu, jolla ei ole
vierussolmuja joukossa V.

Todistus. Olkoon G sellainen yhtendinen yksinkertainen graafi, ettd «’(G) < 6(G),
ja olkoon (Vi, V;) sellainen graafin G irrotus, ettd [(V}, V2)| = £’(G).

Tehddédn nyt vastaoletus, ettd jokainen joukon V| solmu on yhdistetty ainakin
yhdelld sdarmilld johonkin joukon V, solmuun ja jokainen joukon V, solmu on
yhdistetty ainakin yhdelld sdarmélld johonkin joukon V; solmuun. Siis «’(G) > |V;] ja
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edelleen oletuksen mukaan 6(G) > |V|. Olkoon m aligraafin (Vi) sdrmien lukuméaré.
Koska joukon V| solmuista ldhtee yhteensa vihintddn |V;|6(G) sarméd, niin

m 2 S(WIS(G) - K(G)
> ZMI8(G) - 5(G)
= 20l - 1)
> Sl - 1)

eli yksinkertaisessa aligraafissa (V) on enemmin sidrmiéd kuin |V;|-solmuisessa
taydellisessd graafissa, mikd on mahdotonta. Vastaava piittely voidaan suorittaa
aligraafille (V»), joten seki joukossa V ettd joukossa V5 on ainakin yksi solmu, josta
ei ole sdrmaii toiseen joukkoon. O

Lause 2.40. Olkoon G jokin sellainen n-solmuinen yksinkertainen graafi, ettd
6(G) = |n/2]. Tdlloin
k' (G) = 6(G).

Todistus. Olkoon G = (V, E) sellainen yksinkertainen n-solmuinen graafi, etta
0(G) = | n/2]. Tehdédn vastaoletus, ettd ’(G) # 6(G). Télloin lauseen 2.38 mukaan
k’'(G) < 6(G). Siis graafissa G on sellainen irrotus (Vi, V), jossa on vihemmén
sdarmid kuin on graafin minimiaste. Lauseen 2.39 perusteella kummassakin joukossa
V1 ja V, on siis yksi solmu, jonka kaikki vierussolmut ovat tissd samassa joukossa.
Tdlloin kummassakin joukossa on ainakin §(G) + 1 solmua. Solmuja on yhteensd

V| = Vil + V2] 2 26(G)+2 > 2|n/2] +2 > n,

mika on mahdotonta. O

Gy:

Kuva 2.34. Graafeja, joiden sdrmiyhtendisyysasteet ja minimiasteet ovat yhtidsuuret (totea).
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2.10 Mengerin lause

Seuraavat kaksi versiota Mengerin lauseesta antavat yhteyden graafin yhtendisyysastei-
den ja solmuiltaan tai sarmiltdédn erillisten polkujen lukuméérin vililla. Lauseiden
todistukset 10ytyvit useista graafiteorian oppikirjoista, ks. esimerkiksi Thulasiraman
& Swamy [17], luku 12.10.

Lause 2.41. Yksinkertainen n-solmuinen graafi G on k-solmuyhtendinen (k < n)
tismdlleen silloin, kun graafin G minkd tahansa kahden eri solmun vdlilld on
ainakin k solmuiltaan erillistd polkua (ts. kaikki vélisolmut eri solmuja).

Lause 2.42. Yksinkertainen n-solmuinen graafi G on k-sdrmdyhtendiinen (k < n)
tasmdilleen silloin, kun graafin G minkd tahansa kahden eri solmun vdlilld on
ainakin k sdrmiltddn erillistd polkua.

Esimerkki 2.17. Kuvan 2.35 graafeilla x(G1) = 2, k(G2) = 3, k(G3) = 1, (G1) = 2,
k'(G2) = 3 ja k'(G3) = 2. Esimerkiksi solmujen « ja v vililld on graafeissa G| ja G3
kaksi sdrmiltddn erillistd polkua ja graafissa G, kolme sidrmiltédén erillistd polkua.

ng/u
7

\Y

Kuva 2.35. Graafeilla G, G, ja G3 on eri yhtendisyysasteet.
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Luku 3

Puut

Téssd luvussa tarkastellaan yhtendisia silmukattomia graafeja eli puita. Pddpaino on
graafien virittavilla puilla sekd ndiden yhteydelld silmukoihin ja irrotusjoukkoihin.
Lopuksi kdydién ldpi graafien vektoriavaruuksiin liittyvid tuloksia.

3.1 Puu

Aloitamme luonnollisesti peruskésitteisti ja -tuloksista.

Miiritelmi 3.1. Puu (tree) on suuntaamaton yhtendinen silmukaton graafi. Jos
puu on graafin G aligraafi, kyseessd on graafin G alipuu (subtree).

Esimerkki 3.1. Kuvassa 3.1 on muutamia puita. Kuvassa 3.2 taas on pari esimerkkid
orgaanisesta kemiasta, jossa avoketjuisia hiilivetyja mallinnetaan puiden avulla.

T;: T,: T3:

o ——9©

Kuva 3.1. Esimerkkeja puista.

H H H

I Il
H-C-H H-C-C-H

I [

H H H

Kuva 3.2. Metaani- ja etaanimolekyylien rakennekaavat.
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Todistamme ensiksi, ettd n-solmuisessa puussa on n — 1 sdrméii ja m-sdrmaisessa
puussa vastaavasti m + 1 solmua. Niiden tulosten avulla osoitamme, etti jos silmu-
kattomassa (n — 1)-sdrmadisessd graafissa on korkeintaan n solmua, niin timéi graafi
on puu. Jitaimme harjoitustehtiviksi todistaa, ettd n-solmuinen (n — 1)-sdrméinen
yhtendinen graafi on puu.

Lause 3.1. Puun kahden solmun vililld on tdsmdilleen yksi suora polku

Todistus. Lauseen 2.4 mukaan silmukattomassa graafissa ei kahden solmun vililld
voi olla kahta eri suoraa polkua. Toisaalta lauseen 2.2 perusteella yhtendisessi
graafissa on kahden solmun vililld suora polku. Koska puu on seké silmukaton ettd
yhtendinen, sen kahden solmun vililld on tdsmélleen yksi suora polku. O

Lause 3.2. Jos puussa on n solmua ja m sdrmdd, niin m = n — 1.

Todistus. Todistamme lauseen induktiolla solmujen lukumaiéran suhteen. Yksisol-
muisille puille asia on selvd. Tehdédédn induktio-oletus, ettd jos puussa on korkeintaan
n — 1 solmua, sarmié on yksi vahemman kuin solmuja. Olkoon T jokin n-solmuinen
puu ja v jokin puun 7" solmu. Koska lauseen 3.1 mukaan puussa kahden solmun
vililld on tasmilleen yksi suora polku, graafissa 7 — v on k = deg(v) komponenttia.
Kukin komponentti on puun 7" alipuu. Olkoot ny, no, . . ., ng ndiden alipuiden solmu-
jen lukumadrit ja my, my, . . ., my sirmien lukumaééarit. Koska alipuissa on yhteensi
n — 1 solmua, niissa kussakin on korkeintaan n — 1 solmua. Siis induktio-oletuksen
perusteella puun 7" sdrmien lukumaiiriksi m saadaan

k
m=k+ mi:k+2(n,-—1):k+(n—l)—k:n—1.

i=1 i=1

M~

Siis viite on todistettu. O

Lause 3.3. Olkoon G silmukaton (n—1)-sdrmdinen graafi, jossa on korkeintaan n
solmua. Tidlloin G on puu, jossa on n solmua.

Todistus. Olkoon G silmukaton (n — 1)-sdrmdinen graafi, jossa on korkeintaan n
solmua. Olkoot G, Go, . . ., G graafin G komponentit (k > 1). Koska komponentit
ovat yhteniisid ja silmukattomia, komponentit ovat puita. Siis lauseen 3.2 nojalla
komponenteissa on yhteensd korkeintaan n — k sdrméai. Toisaalta graafissa G on
yhteensd n — 1 sdrméi. Siis k = 1, joten graafi G on yhtendinen ja siis puu. Edelleen
lauseen 3.2 mukaan G on tismélleen n-solmuinen. i
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Lause 3.4. Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Tdlloin seuraavat
vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vdlilld on tismdlleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.

3. Graafi G on yhtendinen jam = n — 1.
4. Graafi G on silmukaton jam = n — 1.

5. Graafi G on silmukaton ja lisddamdlld graafiin G mikd tahansa uusi sdrmd
saadaan graafi, jossa on tismdlleen yksi silmukka.

Todistus. Osoitamme, ettd ensimmaisesta vaitteestd seuraa toinen, toisesta kolmas,
kolmannesta neljas, neljannestd viides ja viidennesti ensimmainen.

(i) Jos G on puu, sen kahden solmun vililla on lauseen 3.1 mukaan tdsmélleen
yksi suora polku. Koska G on puuna silmukaton, siini ei ole myoskéén luuppeja.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd graafin G jokaisen kahden solmun vililld on
tasmailleen yksi suora polku eikd graafissa ole luuppeja. Siis graafi G on yhtendinen
ja lauseen 2.4 perusteella my0s silmukaton. Siis G on puu, joten lauseen 3.2 mukaan
m=n-1.

(iii) Oletetaan, ettd G on yhtenidinen ja m = n — 1. Jos graafissa G on silmukka
ja e on jokin tdmén silmukan sdrmd, myos G — e on lauseen 2.8 mukaan yhtendinen.
Toisaalta n-solmuisessa yhtendisessé graafissa on vihintidin n — 1 sarméa. (Totea.)
Siis (n — 2)-sdrméinen graafi G — e ei voi olla yhtendinen. Siis G on silmukaton.

(iv) Oletetaan seuraavaksi, ettd G on silmukaton ja m = n — 1. Lauseen 3.3
mukaan G on puuna yhtendinen. Lisdtddn nyt graafiin G sirmé e = {u, v}. Koska
sarmien u ja v vililld on jo tdsmilleen yksi suora polku, muodostuu tismaélleen yksi
silmukka.

(v) Oletetaan lopuksi, ettd G on silmukaton ja ettd lisdaamalla graafiin G mika
tahansa uusi sdrmi saadaan graafi, jossa on tdsmaélleen yksi silmukka. Osoitetaan, etti
talloin graafi G on puu. Jos G ei ole puu, se on epdyhtendinen. Olkoot u ja v sellaiset
graafin G solmut, jotka eivit ole yhdistetyt. Lisdamailld solmujen u ja v vilille sdrma,
saadaan niiden vilille vain yksi suora polku. Lauseen 2.4 mukaan graafi on edelleen
silmukaton, mika on ristiriidassa jalkimmaéisen oletuksen kanssa. O

Lause 3.5. Vdhintddn kaksisolmuisessa puussa on ainakin kaksi loppusolmua.

Todistus. Olkoon T = (V, E) vihintddn kaksisolmuinen puu, jonka solmujoukko
V =A{vi,vy,...,v,}. Télloin lauseen 3.2 nojalla |E| = n — 1, joten

Z deg(v;) = 2|E| = 2n - 2.
i=1
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Toisaalta T on vihintdédn kaksisolmuinen ja puuna yhteniinen, joten puun 7 jokaisen
solmun asteluku on vahintdén yksi. Siis puussa 7T on korkeintaan n — 2 solmua, joiden
asteluku on suurempi tai yhtdsuuri kuin kaksi. Siis ainakin kahden solmun aste on
yksi ja ndmé solmut ovat loppusolmuja. O

Lause 3.5 voidaan todistaa my0s osoittamalla, ettd puussa ei-irrotussolmut ovat
loppusolmuja. (Totea.) Lauseen 2.20 mukaan ei-irrotussolmuja on ainakin kaksi.
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3.2 Virittiva puu

Seuraavaksi tarkastelemme graafien virittdvid puita. Mééritelmidn 1.25 mukaan
aligraafi, jossa on kaikki graafin solmut, on virittiva aligraafi. Virittavd puu on timén
erikoistapaus. Virittavit puut ovat kiyttokelpoisia esimerkiksi tarkasteltaessa graafien
yhtendisyytta.

Mairitelma 3.2. Graafin G virittdvdi puu (spanning tree) on graafin G alipuu,
joka sisdltaa kaikki graafin G solmut. Jos 7" on graafin G virittdvi puu, niin
T* = G — T on graafin G virittdvd vastapuu (cospanning tree). Virittdvin puun
sdrmid sanotaan myo0s oksiksi (branches) ja virittdvin vastapuun sarmii siteiksi
(links) tai kaariksi (chords).

| e

Kuva 3.3. Graafin G virittdvit puut 7} ja T, sekd virittavt vastapuut 77" ja 7.

Kaikilla graafeilla ei ole virittavaa puuta (ks. lause 3.9). Toisaalta graafilla voi
olla useita virittdvid puita (ks. kuva 3.3). Virittdva vastapuu ei yleensi ole puu.

Seuraavaksi tarkastelemme, mitkd ominaisuudet riittdvit takaamaan, ettd graafin
aligraafi on graafin virittdva puu. Seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 3.4.

Lause 3.6. Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-
sdarmdinen aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.

2. Graafin H jokaisen kahden solmun vdlilld on tdsmdlleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.

3. Graafi H on yhtendinen jam = n — 1.
4. Graafi H on silmukaton jam = n — 1.

5. Graafi H on silmukaton ja lisddmdlld graafiin H mikd tahansa uusi sdrmd
saadaan graafi, jossa on tdasmdilleen yksi silmukka.

Koska (n—1)-sdrmiisessd, silmukattomassa ja yhtendisessi graafissa on n solmua,
lauseen 3.6 kohdista 3 ja 4 seuraa edelleen seuraava lause.
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Lause 3.7. Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Télloin graafin G aligraafi H
on graafin G virittdvd puu tismdlleen silloin, kun graafissa H on n — 1 sdrmdd
Jja H on yhtendinen sekd silmukaton.

Siis virittdvdn puun maidritelmin ja edelld olevien lauseiden perusteella n-
solmuisen graafin G aligraafi H on graafin G virittivd puu, jos graafilla H on
jotkin kolme seuraavasta neljdstd ominaisuudesta.

1. Graafissa H on n solmua.
2. Graafi H on yhtendinen.
3. Graafissa H on n — 1 sdrmaa.

4. Graafi H on silmukaton.

Itse asiassa pelkistdin ominaisuudet 3 ja 4 yhdessi riittavit takaamaan, etti
aligraafi H on virittava puu. Tami ndhdédédn seuraavasta lauseesta.

Lause 3.8. Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Télloin graafin G aligraafi H
on graafin G virittdivd puu tasmdlleen silloin, kun graafissa H on n — 1 sdrmdid
Jja H on silmukaton.

Todistus. (i) Lauseen 3.7 perusteella n-solmuisen graafin virittdva puu on silmukaton
jasiind on n — 1 sdrmia.

(ii) Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G silmukaton aligraafi, jossaon n — 1
sdrméa. Siis aligraafissa H on korkeintaan n solmua. Niin ollen lauseen 3.3 mukaan H
on n-solmuinen puu. Siis H on graafin G virittava puu. O

Lause 3.9. Graafi on yhtendinen tdasmdilleen silloin, kun silld on virittdvd puu.

Todistus. (i) Oletetaan ensiksi ettd graafilla on virittdva puu. Silloin kaikki virittavin
puun ja siis my0s itse graafin solmut ovat yhdistetyt eli graafi on yhtenidinen.

(i) Yhtenidisen graafin G virittdvd puu 7T taas voidaan muodostaa kiyttden
seuraavaa algoritmia.

1. Asetetaan 7 := G. Jos T on puu, lopetetaan.

2. Koska T on yhtendinen ja T ei ole puu, graafissa T on ainakin yksi silmukka.
Olkoon nyt e graafin T jonkin silmukan jokin sdrmi. Asetetaan T := T — e.
Talloin lauseen 2.8 mukaan T pysyy yhtendisena.

3. Jos T on puu, lopetetaan. Muuten jatketaan kohdasta 2.

Koska G on aérellinen ja siitd poistetaan jokaisella kierroksella siarmd, algoritmi
pysihtyy ja sen tuloksena on puu, jossa on samat solmut kuin graafissa G. Tuloksena
on siis graafin G virittdva puu. O
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Lause 3.10. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi ja F C E. Tdilloin G — F
on epdyhtendinen tdismdlleen silloin, kun F sisdltdd ainakin yhden sdrmdn
Jokaisesta graafin G virittdvdstd puusta.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd F' sisdltdd ainakin yhden sdrmén jokaisesta graafin G
virittdvistd puusta. Tehddén vastaoletus, ettd G — F on yhtenidinen. Téll6in lauseen 3.9
nojalla graafilla G — F on virittdvad puu 7. Koska graafeilla G ja G — F on sama
solmujoukko, puu 7" on myos graafin G virittdva puu. Siis puun 7" jokin sarmé kuuluu
joukkoon F, mikd on mahdotonta.

Oletetaan toiseksi, ettd G — F on epdyhtendinen. Tehddin vastaoletus, ettd on
olemassa sellainen graafin G virittavd puu 7, ettd mikdin puun 7 sdrmai ei kuulu
joukkoon F'. Télloin T on my0s graafin G — F virittdava puu. Siis G — F on lauseen 3.9
nojalla yhtendinen, mikd on mahdotonta. m|

Lause 3.11. Yhtendisen graafin G aligraafi H on jonkin graafin G virittdvin
puun aligraafi tasmdilleen silloin, kun H on silmukaton.

Todistus. (i) Jos H on jonkin virittdvin puun aligraafi, niin H on silmukaton.
(ii) Olkoon H silmukaton ja olkoon 7" jokin graafin G virittdvd puu. Naistd
muodostetaan seuraavalla tavalla graafin G virittdava puu, jonka alipuu H on.

1. Asetetaan T := 7" U H. Jos T on silmukaton, lopetetaan.

2. Nyt graafissa T on silmukka, mutta aligraafi H on silmukaton. Siis on olemassa
sellainen graafin 7' silmukka, jonka jokin sarmé e ei ole aligraafin H sarma.
Asetetaan 7" := T — e. Lauseen 2.8 mukaan 7 pysyy yhtendisena.

3. Jos T on silmukaton, lopetetaan. Muussa tapauksessa jatketaan kohdasta 2.

Koska T on dérellinen ja siitd poistetaan jokaisella kierroksella sarma, algoritmi
pysidhtyy ja sen tuloksena on silmukaton yhtendinen graafi. Koska graafista 7' ei
missdédn vaiheessa poistettu solmuja, tuloksena saatu puu on graafin G virittdava puu.
Lisdksi H on kyseisen graafin aligraafi, joten tuloksena on vaadittu puu. O
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3.3 Virittivian puun konstruointi

Seuraavaksi esitetddn kolme eri menetelméd annetun yhtendisen graafin virittdvin
puun konstruoimiseksi: silmukoiden poistaminen, syvyyssuuntainen etsintd (depth-
first search) ja leveyssuuntainen etsintd (breadth-first search). Kustakin menetelmasta
esitetddn tissd vain yleiset padpiirteet. Menetelmien yksityiskohtainen toteutus sivuu-
tetaan (toteutukset 10ytynevit useimmista graafiteoriaa algoritmisesti kéasittelevisti
oppikirjoista). Erikseen on syytd todeta, ettd eri menetelmilld saadaan siis mah-
dollisesti eri virittdva puu ja kussakin menetelmassikin tulos riippuu tietysti vielda
menetelmin toteutustavasta.

Algoritmi 3.1 (Silmukoiden poistaminen). Virittdvin puun muodostaminen sil-
mukoita poistamalla perustuu lauseen 3.9 todistukseen. Talloin siis virittava puu
muodostetaan seuraavasti.

1. Jos (jéljelld olevassa) graafissa ei ole silmukoita, lopetetaan.

2. Muussa tapauksessa valitaan jokin (jiljelld olevan) graafin silmukka ja poiste-
taan siitd yksi sirma.

3. Jatketaan kohdasta 1.

Tama algoritmi vaatii alirutiinin, jonka avulla etsitddn silmukoita. Se on siksi
raskas toteuttaa ja silld on ldhinni teoreettista mielenkiintoa. Esimerkki silmukoiden
poistamisesta on kuvassa 3.4.

G:

Poistetaan silmukat: Virittdvd puu:

Kuva 3.4. Graafin G virittdvin puun muodostaminen poistamalla silmukat.

Algoritmi 3.2 (Syvyyssuuntainen etsintd). Syvyyssuuntaisessa etsinnissa virittava
puu muodostetaan seuraavasti.

1. Valitaan aloitussolmu mielivaltaisesti.

2. Edetéén aloitussolmusta ldhtien sdrmié ja solmuja perdkkiin lisidmélla niin
pitkélle kuin mahdollista ilman, ettd syntyy silmukoita.
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3. Jos tarpeen, palataan polulla niin monta solmua taaksepdin, ettd voidaan jatkaa
uuteen suuntaan lisidméalla sdrmid ja solmuja perdkkain.

4. Jatketaan menettelyid (kohta 3) kunnes kaikki solmut on saavutettu.

Kuvassa 3.5 on esimerkki syvyyssuuntaisesta etsinnasta.

S

Vaihe 3 v Vaihe 4 v

Vaihe 1javaihe 2 v

Kuva 3.5. Syvyyssuuntainen etsintd. Aloitussolmuna on solmu u.

Algoritmi 3.3 (Leveyssuuntainen etsinté). Leveyssuuntaisessa etsinnéssi virittava
puu muodostetaan seuraavasti.

1. Valitaan aloitussolmu mielivaltaisesti.

2. Lisatddn kaikki sdrmait, joiden pédatesolmuna aloitussolmu on, ja sdrmid vastaa-
vat toiset padtesolmut, mutta kuitenkin niin, ettd ei synny silmukoita.

3. Jos tarpeen, toimitaan kunkin lisdtyn solmun osalta kuten kohdassa 2.

4. Jatketaan menettelyid (kohta 3) kunnes kaikki solmut on saavutettu.

Jos leveyssuuntaisen etsinnin 1dhtograafi on yksinkertainen graafi, ei kohdassa 2
tarvitse aloitussolmusta ldhdettdaessd varmistaa, ettd silmukoita ei synny. Kuvassa 3.6
on esimerkki leveyssuuntaisesta etsinnésta.

G: Vaihe 1l Vaihe 2

u u u
[ ]

Vaihe 3 Vaihe4 Vaihe5

Kuva 3.6. Leveyssuuntainen etsintid. Aloitussolmuna on solmu u.
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Silmukoita poistamalla on mahdollista saada tulokseksi mika tahansa yksittdinen
virittdva puu. Syvyyssuuntaisella tai leveyssuuntaisella etsinndlld tamad ei vilttdmatta
ole mahdollista.

Esimerkki 3.2. Kuvan 3.7 puu 77 on graafin G virittidva puu, jota ei ole mahdollista

saada syvyyssuuntaisella etsinnilld, ja 7> on graafin G virittdvd puu, jota ei ole
mahdollista saada leveyssuuntaisella etsinnilla.

G: T;: T,:

Kuva 3.7. Graafi G ja kaksi graafin G virittavaa puuta.

73



3.4 Minimaalinen virittava puu

Painotetun graafin sdrmille on mééritelty paino ja graafin jonkin virittivin puun
sdrmien painojen summa on pienin. Tdmén puun etsiminen on yksi algoritmisen graa-
fiteorian ongelmista. Kdymme seuraavaksi esimerkinomaisesti 1dpi timén ongelman

ratkaisuja.

Mairitelmi 3.3. Yhtendisen painotetun graafin minimaalinen virittdvi puu
(minimum weight spanning tree) on graafin virittivd puu, jonka sdrmien painojen
summa on pienin.

Minimaalinen virittdvd puu ei vilttimattd ole yksikéasitteinen (ks. kuva 3.8).

G 1 Ty 1 T, 1
1&2 1 2 1
2 2

Kuva 3.8. Graafin G minimaaliset virittavit puut 77 ja 7.

Minimaalisen virittdvin puun konstruoimiseen on olemassa kaksi perusalgorit-
mia: Primin algoritmi ja Kruskalin algoritmi. Menetelmisti esitetddn vain yleiset
padpiirteet ja menetelmien toimivuuden todistaminen sivuutetaan (ks. esimerkiksi
Thulasiraman & Swamy [17], s. 324-327). Eri menetelmilla saadaan mahdollisesti
eri minimaalinen virittdvad puu ja kummassakin menetelmaéssi tulos voi vield riippua
yksityiskohtien toteutustavasta.

Algoritmi 3.4 (Primin algoritmi). Primin algoritmilla minimaalinen virittivd puu
muodostetaan seuraavasti.

1. Otetaan sdarmd, jonka paino on pienin ja joka ei ole luuppi.

2. Lisdtadn pienipainoisin sdrmé, joka on yhteydessd jo muodostettuun virittdvan
puun osaan ja joka ei synnytd silmukkaa.

3. Jatketaan menettelyd (kohta 2) kunnes sdrmié on yksi vihemmaén kuin alkupe-
rdisen graafin solmuja.

G: 1 1 1

2 Vs, V,0————@V, A Vy
1 1
2 2
A 1 Vy Vg Vs
Vaihe 1 Vaihe 2
Vi 1 \{ Vi 1 \&}
1 1
2 2
A Vg V3 1 Vy Vs
Vaihe 3 Vaihe 4

Kuva 3.9. Graafin G minimaalinen virittdvd puu Primin algoritmilla.
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Algoritmi 3.5 (Kruskalin algoritmi). Kruskalin algoritmilla minimaalinen virittava
puu muodostetaan seuraavasti.

1. Otetaan sdrmd, jonka paino on pienin ja joka ei ole luuppi.
2. Lisétdidn pienipainoisin sdarmi, joka ei synnyté silmukkaa.

3. Jatketaan menettelyd (kohta 2) kunnes sdarmié on yksi vihemmaén kuin alkupe-
rdisen graafin solmuja.

vy 1 v, A 0#0 Vs v, 1 v,

1 1
2 2
A 1 v, Vg Vg
Vaihel Vaihe 2

Vi 1 \& Vi 1 \&

1 1
1 1 2
V00—V, Vs Vs v, Vg
Vaihe 3 Vaihe4

Kuva 3.10. Graafin G minimaalinen virittivi puu Kruskalin algoritmilla.

Kuvassa 3.9 on esimerkki graafin minimaalisen virittdvin puun muodostamisesta
Primin algoritmilla ja kuvassa 3.10 Kruskalin algoritmilla. Sekd Primin ettd Kruskalin
algoritmin suoritus alkaa jonkin pienipainoisimman sirméin valinnalla. Seuraavaksi
osoitamme, ettd jokainen pienipainoisin sdrmé kuuluu aina johonkin minimaaliseen
virittdvdadan puuhun.

Lause 3.12. Jokainen pienipainoisin sdrmd, joka ei ole luuppi, kuuluu painote-
tun graafin johonkin minimaaliseen virittdvddn puuhun.

Todistus. Olkoon e graafin G jokin pienipainoisin sirmé ja 7 graafin G jokin
minimaalinen virittavd puu. Jos e on puun 7 sdrmd, asia on selvi. Jos e ei ole puun T
sdarmd, graafissa T + e on silmukka C. Olkoon ¢’ silmukan C pienipainoisin sarma,
joka ei ole sirmé e. Nyt graafi T + e — ¢’ on yhtendinen ja siind on yhtd monta sdrmaa
kuin puussa 7. Siis lauseen 3.6 kohtien 1 ja 3 perusteella 7 + e — e’ on puu, joka virittda
graafin G. Koska w(e) < w(e’), niin w(T + e — ¢’) = w(T) + w(e) — w(e’) < w(T).
Edelleen, koska 7' on minimaalinen virittdva puu, niin w(T + e — ¢’) = w(T). Siis
T + e — ¢’ on my0s graafin G minimaalinen virittdva puu ja e on sen sarma. O
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3.5 Metsa

Seuraavaksi madritelldadn (virittdavid) metsid ja k-puita eli graafeja, joiden komponentit
ovat puita.

Miiritelmé 3.4. Metsdi (forest) on suuntaamaton silmukaton graafi. Metsin
aligraafi on metsidn alimetsd. Jos metsd on graafin G aligraafi, kyseessda on
graafin G alimetsd. Metsad, jossa on k komponenttia, kutsutaan k-puuksi

(k-tree).
G;: ° Gy:
. ]

Kuva 3.11. Graafi G| on metsd, mutta graafi G, ei ole metsa.

Metsédn komponentit ovat siis puita. Yhtendinen metsad on puu, metsin yhtendinen
aligraafi on metsén alipuu ja 1-puu on puu.

Mairitelma 3.5. Graafin G virittivd k-puu (spanning k-tree) on graafin G
k-komponenttinen alimetsi, joka sisiltda kaikki graafin G solmut. Jos T = (V, E)
on graafin G virittivd k-puu, niin 7* = G — E on graafin G virittdvd k-vastapuu
(cospanning k-tree).

Miiritelmi 3.6. Graafin G virittivé k-puu on graafin G virittdvi metsd, jos k
on graafin G komponenttien lukumééra. Jos T = (V, E) on graafin G virittava
metsd, niin 7* = G — E on graafin G virittdvd vastametsd (spanning co-forest).

Kuvassa 3.12 on esimerkki graafin virittdvistd metséstd ja graafin virittavasti

]

T2

T e

T3t

DAY~ B T

Kuva 3.12. Graafi G ja graafin G virittédvd S-puu 75 ja sen virittavd 5-vastapuu 77 seké
virittdvd metsd 73 ja sen virittéva vastametsd 7.

76



Graafilla voi olla useita virittavid k-puita ja virittavid metsid. Virittdva k-vastapuu
(metsd) ei yleensd ole k-puu (metsd). Yhtendisen graafin virittdvd metséd on graafin
virittava puu.

Lause 3.13. Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi ja T jokin graa-
JSin G virittdavi k-puu. Tdlloin k-puussa T on n — k sdrmdd ja virittavdssd
k-vastapuussa T* on m — n + k sdrmdd.

Todistus. Olkoot T; virittavan k-puun 7' komponentit ja n; komponenttien solmujen
lukumaiirit (i = 1,2,. .., k). Koska kaikki komponentit ovat puita, kunkin kompo-
nentin 7; sirmien lukumiiré on lauseen 3.2 perusteella n; — 1. Sdarmid k-puussa T on
siis yhteensa

k k
Z(n,-—l):an——k:n—k.
i=1 i=1
Vastapuuhun 7 jaa tdlloin m — (n — k) = m — n + k sdrméa. ]

Koska n-solmuisen, m-sidrmiisen ja k-komponenttisen graafin G aste on n — k
ja nulliteetti m — n + k, erikoistapaus lauseen 3.13 tuloksesta voidaan esittdd myos
graafin asteen p(G) ja nulliteetin u(G) avulla.

Seuraus 3.14. Olkoon T jokin graafin G virittdvd metsd ja T™ vastaava virittdvd
vastametsd. Tdlloin metsdssd T on p(G) sdrmdd ja vastametsdssd T* on u(G)
sarmdd.

Seuraava lause kertoo, milloin graafilla on virittava k-puu.

Lause 3.15. Olkoon G graafi, jossa on n solmua ja p komponenttia. Tilloin
graafilla G on virittdvd k-puu tismdilleen silloin, kun p < k < n.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd graafilla G on virittdva k-puu 7. Koska k-puussa T’
on n solmua, niin k-puussa 7" on korkeintaan n komponenttia. Siis k < n. Toisaalta,
jos k < p, niin graafin G jonkin komponentin solmut eivit ole k-puun 7 solmuja.
Téten T ei viritd graafia G. Siis p < k.

Oletetaan seuraavaksi, ettd p < k < n. Koska kaikki graafin G komponentit ovat
yhtendisid, jokaisella graafin G komponentilla on lauseen 3.9 perusteella virittavd puu.
Niiden puiden unioni on graafin G virittdvd p-puu, jossa on lauseen 3.13 mukaan
n — p sairmid. Koska jokainen sdrmén poisto jakaa puun kahdeksi komponentiksi,
niin poistamalla p-puusta sdrmia sdrma kerrallaan saadaan virittavat (p + 1)-, (p + 2)-,
..., h-puut. O

Seuraus 3.16. Gradafilla on aina virittdvd metsd.
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3.6 Silmukka ja irrotusjoukko

Seuraavaksi tarkastelemme silmukoiden ja irrotusjoukkojen suhdetta virittdviin
puihin ja vastapuihin. Yksinkertaisuuden vuoksi tulkitsemme silmukat graafeik-
si ja irrotusjoukot sdrmdindusoiduiksi graafeiksi. Seuraava tulos seuraa suoraan
lauseesta 3.10.

Lause 3.17. Yhtendisen graafin G irrotusjoukko sisdltdd ainakin yhden sdrmdn
Jokaisesta graafin G virittdvdstd puusta.

Seuraava lause antaa vastaavan tuloksen silmukoille.

Lause 3.18. Yhtendisen graafin G silmukka sisdltdd ainakin yhden sdrmdn
Jokaisesta graafin G virittdvdstd vastapuusta.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa sellainen graafin G silmukka C ja
sellainen graafin G virittdvd vastapuu 7, ettd niissd ei ole yhteisid sdrmid. Silloin C
on on puun 7 aligraafi eli puussa 7 on silmukka, mikd on mahdotonta. O

| L]
I -

Kuva 3.13. Silmukka C siséltdd sirmin jokaisesta graafin G virittdvista vastapuusta, ja
irrotusjoukko I sdrméin jokaisesta virittdvasti puusta.

G: I Tq: To: Ts:
C: T T, / T

Lause 3.19. Yhtendisen graafin G sdrmdjoukko I on graafin G irrotusjoukko
tasmdilleen silloin, kun I on minimaalinen joukko, joka sisdltdd sdrmdn jokaisesta
graafin G virittdvdstd puusta.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd / on yhtendisen graafin G irrotusjoukko. Silloin
lauseen 3.17 mukaan / sisiltdd ainakin yhden sdrmén jokaisesta graafin G virittavastd
puusta. Olkoon I” C [ jatehdéén vastaoletus, ettd joukkoon /” kuuluu sdrmi jokaisesta
graafin G virittivastd puusta. Silloin G — I’ ei ole yhtendinen, miki on ristiriidassa
sen kanssa, ettd / on graafin G irrotusjoukko.

Oletetaan seuraavaksi, ettd F' on minimaalinen joukko, joka sisdltdd sirmin
graafin G jokaisesta virittavastd puusta. Tehdddn vastaoletus, ettd F ei silti ole
graafin G irrotusjoukko. Nyt G — F ei sisélld yhtdédn graafin G virittdvid puuta, joten
G - F ei ole yhtendinen. Koska F ei kuitenkaan ole graafin G irrotusjoukko, on
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olemassa sellainen joukon F aito osajoukko F’, ettd F” on graafin G irrotusjoukko.
Téten joukossa F” on lauseen 3.17 mukaan sdrmi jokaisesta graafin G virittavasta
puusta. Siis F ei ole minimaalinen joukko, joka siséltdd sirmén graafin G jokaisesta
virittavasti puusta. |

Lause 3.20. Yhtendisen graafin G aligraafi C on graafin G silmukka tdsmdilleen
silloin, kun C on minimaalinen graafi, joka sisdltdd sdrmdn graafin G jokaisesta
virittavdstd vastapuusta.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd C on graafin G silmukka. Silloin lauseen 3.18 perus-
teella C siséltdd ainakin yhden sdrmén jokaisesta graafin G virittivista vastapuusta.
Olkoon C’ graafin C aito aligraafi. Silloin C’ on silmukaton, joten lauseen 3.11 mu-
kaan C’ on jonkin graafin G virittdvin puun 7 aligraafi. Silloin vastaavan virittdvin
vastapuun 7" yksikéddn sdrmi ei ole aligraafin C” sdarma.

Oletetaan seuraavaksi, ettd C on minimaalinen graafi, jossa on sdrmai jokaisesta
graafin G virittdvastd vastapuusta. Jos C on silmukaton, niin lauseen 3.11 mukaan C
on graafin G jonkin virittdvin puun aligraafi. Tamd on mahdotonta, koska graafissa C
on sirmd jokaisesta graafin G virittdvista vastapuusta. Siis C sisdltdd silmukan.
Olkoon nyt C’ graafin C aito aligraafi. Koska C on minimaalinen, graafissa C’ ei ole
graafin G jonkin virittdvian vastapuun 7 siarmaa. Taten C’ on puun T aligraafi eli
graafi C’ on silmukaton. Siis kaikki graafin C sdrmét ovat saman silmukan sarmié.
Siis C on silmukka. O

Lause 3.21. Yhtendisen graafin silmukalla ja irrotusjoukolla on aina parillinen
mdidird yhteisid sdarmid.

Todistus. Olkoon G yhtendinen graafi, C graafin G silmukka ja / graafin G irrotus-
joukko. Nyt G — I on epdyhtendinen ja siind on kaksi komponenttia G| ja G.

Jos C on jommankumman komponentin aligraafi, silmukalla C ja irrotusjoukolla /
ei ole yhteisid sdrmid. Ndin ollen viite on tosi. Oletetaan siis, ettd C ei ole kummankaan
komponentin aligraafi. Olkoon v silmukan C solmu. Kuljettaessa pitkin silmukkaa C
lahtien solmusta v ja palaten solmuun v kaikki kohdattavat irrotusjoukon I sdrmat
ovat komponenttien G ja G, vililld eli niitd pitkin siirrytddn komponentista toiseen.
Koska alku- ja loppusolmu v on sama, komponentista toiseen siirrytdéin parillinen
maéra kertoja. Siis silmukan C ja irrotusjoukon 7 leikkauksessa on parillinen maard
sarmid. ]

Esimerkki 3.3. Kuvan 3.14 graafin G irrotusjoukolla 7 on silmukan C kanssa kaksi
yhteistd sarmaa ja silmukan C; kanssa nolla yhteistd sarmaa.

G: I C,: C,:
Vi \{ Vi Vo Vi \F) Vo
ez
Vg Vg, Vs A A Vg, Vs

Kuva 3.14. Graafi, sen irrotusjoukko ja kaksi silmukkaa.
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3.7 Perussilmukka ja perusirrotusjoukko

Graafin virittdvien puiden ja -vastapuiden avulla voidaan muodostaa graafin irrotus-
joukkoja ja silmukoita. Seuraava tulos seuraa suoraan lauseesta 3.6.

Lause 3.22. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi jaT = (V, F) jokin graa-
fin G virittdavd puu sekd T* vastaava virittdvd vastapuu. Jos ¢ on virittdvin
vastapuun T* sdrmd, niin graafissa (V, F U {c}) on tdsmdilleen yksi silmukka.

Lauseen 3.22 tulokseen perustuen voidaan esittdd seuraavat madritelmat.

Miiritelma 3.7. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi, T = (V, F) jokin
graafin G virittdva puuja c € E\ F. Talloin graafin (V, FU{c}) ainoaa silmukkaa
sanotaan graafin G sarmii c vastaavaksi perussilmukaksi (fundamental circuit)
puun 7 suhteen.

Maaritelma 3.8. Olkoon G jokin n-solmuinen ja m-sirmiinen yhtendinen graafi,
T graafin G jokin virittdvd puu ja 7" puuta T vastaava virittdva vastapuu. Olkoot
edelleen cy, ¢, . . ., Cpy—p+1 Virittdvan vastapuun 7 sarmit ja Cy, Co, . . ., Cpy—pt1
nditd sdrmid vastaavat perussilmukat. Talloin joukkoa {Ci, Co, ..., Cypopi1}
sanotaan graafin G perussilmukkajoukoksi (fundamental set of circuits) puun T
suhteen.

Puun perusominaisuuksiin nojautuen on helppo osoittaa, ettd jos b on puun 7'
sdarmd, niin graafissa T — b on tdsmélleen kaksi komponenttia. Ndin ollen voimme
esittdd seuraavan lauseen.

Lause 3.23. Olkoon G yhtendinen graafi, T jokin graafin G virittdvd puu ja b
Jjokin virittdvin puun T sdrmd. Olkoot edelleen Ty = (V1, E)) ja Tr = (Va, E»)
graafin T — b komponentit. Tdlléin irrotus {(V, V) on graafin G irrotusjoukko.

Todistus. Koska T7 on solmujoukon V; ja T, solmujoukon V, indusoiman graafin G
aligraafin virittdva puu, solmujoukkojen V; ja V, indusoimat graafin G aligraafit ovat
lauseen 3.9 nojalla yhtendisia. Siis lauseen 2.21 nojalla irrotus (Vj, V») on graafin G
irrotusjoukko. O

Lauseen 3.23 tulokseen perustuen voidaan esittdd seuraavat madritelmat.

Miiritelmi 3.9. Olkoon G yhtendinen graafi, 7 jokin graafin G virittavd puu
ja b virittdvan puun 7 sarmé. Olkoot edelleen 71 = (Vi, Ey) ja T, = (Va, E)
graafin T — b komponentit. Tdlloin irrotusjoukkoa (Vj, V») sanotaan graafin G
sdrméa b vastaavaksi perusirrotusjoukoksi (fundamental cutset) puun T suhteen.
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Mairitelmi 3.10. Olkoot by, by, . . ., b,—1 jonkin n-solmuisen yhtendisen graa-
fin G virittdvian puun T oksat ja olkoot Iy, I, ..., I,—1 niitd oksia vastaavat
perusirrotusjoukot puun 7" suhteen. Tall6in joukkoa {Iy, I, . . ., I,—1 } sanotaan
graafin G perusirrotusjoukkojen joukoksi (fundamental set of cutsets) puun T
suhteen.

G b2 T
by
& A’ °
C3 L
C2
Cl: C2 3:

e s

Kuva 3.15. Graafin G perussilmukat ja perusirrotusjoukot puun 7" suhteen.

Koska yhtendisen n-solmuisen ja m-sdrmdisen graafin jokaisessa virittavissi
puussa on n— 1 sdrméii ja jokaisessa virittdvissd vastapuussa on m —n+ 1 sarmid, niin
perussilmukoita on m — n + 1 kappaletta ja perusirrotusjoukkoja on n — 1 kappaletta.
Perussilmukat muodostetaan lisdamalld virittavdaan puuhun 7 vuorotellen kaikki
virittdvan vastapuun sdarmat ja etsimélla muodostuneet silmukat. Perusirrotusjoukot
taas muodostetaan poistamalla virittdvastd puusta vuorotellen kaikki sdrmit ja
etsimélld muodostuneita kahta solmujoukkoa vastaavat irrotusjoukot (ks. kuva 3.15).

Kukin perussilmukka C; sisdltdd virittavistd vastapuusta 7 tdsmilleen yhden
sdrmén c;, joka ei esiinny missdén muussa perusssilmukkajoukon silmukassa. Samoin
kukin virittavdan puun 7" sirmi b; kuuluu tdsmilleen yhteen perusirrotusjoukkojen
joukon irrotusjoukkoon /;. Ndin ollen mitéédn perussilmukkaa ei voida esittdd muiden
perussilmukoiden rengassummana eikd mitdéin perusirrotusjoukkoa muiden perus-
irrotusjoukkojen rengassummana. Siis perussilmukkajoukko ja perusirrotusjoukkojen
joukko ovat rengassumman suhteen (lineaarisesti) riippumattomia.

Lause 3.24. Yhtendisen graafin G virittdvdin vastapuun T™ sdrmdd ¢ vastaava
perussilmukka (virittdvin puun T suhteen) sisdltdcd tasmdlleen ne puun T sdrmiit,
Joita vastaavat perusirrotusjoukot (puun T suhteen) sisdltdvdt sdrmdn c.

Todistus. Olkoon C = {c, by, b, . . ., by} sdrmié c vastaava perussilmukka virittavin
puun 7 suhteen. Olkoon edelleen /; sdrméd b; vastaava perusirrotusjoukko puun 7’
suhteen (i = 1,2,. .., k). Silloin b; on silmukan C, irrotusjoukon /; ja puun 7" ainoa
yhteinen sdrmé. Toisaalta ¢ on ainoa vastapuun 7* sdrmé silmukassa C. Koska
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silmukalla C ja irrotusjoukolla /; on lauseen 3.21 mukaan parillinen mééra yhteisia
sdrmid, on ¢ myoOs graafin /; sdrma.

Oletetaan nyt, ettd ¢ on myos jotakin virittdvin puun 7 sdrméd d # b; vastaavan
perusirrotusjoukon I’ sarmid (i = 1, 2, ..., k). Tdlloin ¢ on irrotusjoukon /" ja
silmukan C ainoa yhteinen sdrmi, miki lauseen 3.21 mukaan on mahdotonta. O

Seuraava lause ilmaisee saman asian kuin lause 3.24. (Totea.)

Lause 3.25. Yhtendisen graafin G virittdvdn puun T sdrmdd b vastaava perus-
irrotusjoukko (virittdvin puun T suhteen) sisdltdd tasmdlleen ne vastapuun T*
sdrmdit, joita vastaavat perussilmukat (puun T suhteen) sisdltdvdt sdarmdn b.

G: T: T*
Vi \&) Vi V2 Vi Y2
V3 b V3 .\. V3
Vs V4 Vs V4 Vs V4
Vi V2 &) \@) Vi V2
A "

Vs Vs vy vy Vs vy
perussilmukat sdrmdd b vastaava
perusirrotusjoukko

Kuva 3.16. Sarméaa b vastaava perusirrotusjoukko sisiltdd ne vastapuun 7* sdrmat, joita
vastaavat perussilmukat sisaltdvét sarmén b.
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3.8 Graafin vektoriavaruus

Luvun 3 lopuksi esitimme vield lyhyesti muutamia graafin vektoriavaruutta kos-
kevia tuloksia. Tassd luvussa oletamme algebran ja lineaarialgebran peruskasitteet
tunnetuiksi (ks. esimerkiksi Fraleigh [7] ja Friedberg, Insel & Spence [8]). Lisédksi
pidimme nollagraafia (ks. s. 6) graafina, koska jokaisessa vektoriavaruudessa on
oltava nollavektori.

Kukin graafi madrittda vektoriavaruuden yli kunnan G F(2) (eli kunnan Z;), jossa
graafin sirmdindusoidut aligraafit ovat vektoreita ja vektorien yhteenlaskuna on
rengassumma.

Lause 3.26. Olkoon G = (V, E) jokin m-sdrmdinen graafi ja
We ={(E) | E; CE}.

Silloin W¢g on m-ulotteinen vektoriavaruus yli kunnan GF(2).

Todistus. Sivuutetaan, ks. Thulasiraman & Swamy [17], s. 80-81. O

Koska jokainen sarméjoukon E osajoukko E; sdrmiindusoi graafin (E;), vek-
toriavaruutta Wg voidaan ajatella myos kaikkien joukon E osajoukkojen vekto-
riavaruutena (eli Wi = P(E)). Vektorien yhteenlaskuna on tdlloin symmetrinen
erotus.

Lause 3.27. Olkoon W¢ graafin G silmukoiden ja sdrmiltdcdn erillisten silmu-
koiden unionien joukko. Tdlloin W¢ on vektoriavaruuden W¢ aliavaruus, jota
sanotaan graafin G silmukka-avaruudeksi (circuit subspace).

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 82. O

Lause 3.28. Olkoon Wy graafin G irrotusjoukkojen ja sdrmiltddn erillisten irro-
tusjoukkojen unionien joukko. Télloin W on vektoriavaruuden W¢ aliavaruus,
Jjota sanotaan graafin G irrotusavaruudeksi (cutset subspace).

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 85. O

Lause 3.29. Yhtendisen graafin G perussilmukat (jonkin virittdvin puun suhteen)
muodostavat graafin G silmukka-avaruuden kannan.

Todistus. Olkoon W¢ yhtendisen graafin G silmukka-avaruus ja C jokin avaruu-
den W graafi. Olkoon edelleen 7" graafin G virittdva puu ja 7" vastaava virittdvi vasta-
puu. Lauseen 3.18 nojalla7*NC # 0, joten voidaan merkiti 7*NC = {c1,ca, ..., Ck }.
Olkoon lisdksi C; (i = 1,2, ..., k) sdrmii ¢; vastaava perussilmukka puun 7" suhteen.
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Merkitédéan vield C' = C; & C, @ - - - @ Cy. Koska aliavaruus on suljettu vektoriava-
ruuden laskutoimituksen suhteen, niin lauseen 3.27 nojalla C & C’ € W,. Toisaalta
Co(C’ C T,silldsdarmit cy, ¢y, . . ., cx kuuluvat sekd joukkoon C ettd joukkoon C’. Siis
C & C’ on silmukaton. Niin ollen ainoa mahdollisuus on, ettd C & C’ on nollagraafi
jasiis C = C'.

Siis C voidaan esittdd perussilmukoiden Cy, Cs, . . ., C; lineaarikombinaationa.
Toisaalta, koska jokaisessa perussilmukassa on sdrmad, jota ei ole missdin muussa
perussilmukassa, perussilmukat ovat lineaarisesti riippumattomia. Siis perussilmukat
muodostavat silmukka-avaruuden W kannan. O

Seuraus 3.30. Yhtendisen graafin G silmukka-avaruus on u(G)-ulotteinen.

Todistus. Koska yhtendisessd graafissa on tasmilleen yksi komponentti, seuraa tulos
suoraan seurauksesta 3.14 ja lauseesta 3.29. O

Lause 3.31. Yhtendisen graafin G perusirrotusjoukot (jonkin virittdvin puun
suhteen) muodostavat graafin G irrotusavaruuden kannan.

Todistus. Lause todistetaan vastaavalla tavalla kuin lause 3.29. O

Seuraus 3.32. Yhtendisen graafin G irrotusavaruus on p(G)-ulotteinen.

Todistus. Koska yhtendisessd graafissa on tasmilleen yksi komponentti, seuraa tulos
suoraan seurauksesta 3.14 ja lauseesta 3.31. m|

Esimerkki 3.4. Kuvan 3.17 graafin G aste p(G) on kolme ja nulliteetti u(G) on kaksi.
Siis graafin G silmukka-avaruus W¢ on kaksiulotteinen ja irrotusavaruus W kol-
miulotteinen. Edelleen perussilmukat C ja C; muodostavat silmukka-avaruuden W¢
yhden kannan ja perusirrotusjoukot /1, I ja I3 muodostavat irrotusavaruuden Wy
yhden kannan.

G: T: T"
by b, by b,
bs
C1 Co M
Cl: Cz: | 1: | 2: | 3:
by b, by b,
by b3 bs
Cq Co Cq Co Cq1 Co

Kuva 3.17. Graafi G ja sen perussilmukat ja perusirrotusjoukot puun 7 suhteen.
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Lause 3.33. Aliavaruudet W¢ ja Wy ovat vektorivaruuden W¢ ortogonaalikom-
ponentit tasmdlleen silloin, kun We N Wg = 0.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 91. |

Jos siis We N Wy = 0, vektoriavaruuden Wg kanta saadaan lauseen 3.33 pe-
rusteella ”yhdistamalla” aliavaruuksien W¢ ja Wy kannat. Siis jokainen graafin G
sarmdindusoitu aligraafi voidaan esittdd kahden graafin rengassummana siten, etta
toinen graafi kuuluu joukkoon W¢ ja toinen joukkoon Wg. Jos taas We N Wy # 0,
tama ei yleisesti ottaen ole mahdollista. Téalldinkin kuitenkin itse graafi G voidaan
esittdd edelld mainitulla tavalla kahden aligraafinsa rengassummana, mikd nihdiin
seuraavasta lauseesta.

Lause 3.34. Jokainen graafi voidaan esittdd kahden aligraafinsa rengassum-
mana siten, ettd toinen aligraafi kuuluu aliavaruuteen W¢ ja toinen aliavaruu-
teen Ws.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Chen [4] ja Williams & Maxwell [20]. O

Esimerkki 3.5. Koska kuvan 3.17 graafille C; @ C; = I} & I, niin We N W # 0.
Siis W¢ ja Wy eivit ole lineaariavaruuden Wg ortogonaalikomponentit. Néin ollen
on olemassa graafin G sarmiindusoitu aligraafi (esimerkiksi (b)), jota ei voi esittdd
joukon W¢ graafin ja joukon W graafin rengassummana. Kuitenkin G = C; @ 1,
joten itse graafi G voidaan esittdd ko. tavalla.
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Luku 4
Erilaisia graafeja

Seuraavaksi tarkastelemme lyhyesti muutamia graafin ominaisuuksia. Vaikka olisi
perusteltua tarkastella kutakin asiakokonaisuutta huomattavasti laajemmin, joudumme
tdssd tyytymaiin asioiden padpiirteiden esittelyyn.

4.1 Eulerin graafi

Eulerin graafien tarkastelun alkuna ja itse asiassa koko graafiteorian alkuna oli ns.
Konigsbergin siltaongelma (ks. esimerkki 4.2): onko mahdollista ldhted jostakin
paikasta ja palata takaisin ldhtopaikkaan niin, ettd on kulkenut jokaisen sillan kautta
tasmélleen kerran. Euler julkaisi timédn ongelman ratkaisun vuonna 1736.

Mairitelmi 4.1. Graafin polku (piiri) on Eulerin polku (piiri), jos se sisaltdi
graafin jokaisen sdarmén tasmailleen kerran. Yhtendinen epitriviaali graafi on
Eulerin graafi, jos siind on Eulerin piiri.

Esimerkki 4.1. Kuvan 4.1 graafissa on esimerkiksi Eulerin piiri

Pt Vs V6, V1, Vs, V2, V1, V4, V3, V2, V4, V5.

Kuva 4.1. Graafissa G on Eulerin piiri p.

Eulerin polku tai piiri on aina yksinkertainen, koska siind ei ole samaa sarmii
kahdesti.
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Lause 4.1. Olkoon G jokin yhtendinen epdtriviaali graafi. Tdlloin seuraavat
vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi G on Eulerin graafi.
2. Graafin G jokaisen solmun aste on parillinen.

3. Graafi G on joidenkin scirmiltddn erillisten silmukoiden unioni.

Todistus. (i) Osoitetaan ensiksi, ettd Eulerin graafin G jokaisen solmun aste on
parillinen. Olkoon v jokin graafin G solmu ja p jokin graafin G Eulerin piiri. Koska
G on yhtendinen ja p on Eulerin piiri, voidaan todistuksen yleisyytti rajoittamatta
olettaa, ettd p alkaa solmusta v ja pédttyy solmuun v. Olkoon siis

p:Vv,€1,V1,€2,V2,€3,V3, ..., €pm, V.
Solmu v voi esiintyi useasti polulla p. Olkoon
V:Vi1 :V,‘Z = :vik.

Nyt v on sdrmien ey, e;,, €;,+1, € €ir+1> - - - iy, i, +1 ja ey, padtesolmu. Koska Eulerin
piirissd ei sama sdrmai esiinny kahdesti, niméa sidrmait ovat joko eri sdrmid tai kaksi
perékkdistd sirmédé (esimerkiksi e;;+1 ja e;;,,) ovat samat eli Kyseessd on luuppi. Nyt
deg(v) = 2(k + 1), silld jokainen solmuun v tuleva tai solmusta v ldhtevd sarmi
kasvattaa astelukua yhdelld, paitsi luuppi, joka kasvattaa sitd kahdella.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd graafin G jokaisen solmun asteluku on parillinen,
ja osoitetaan, ettd graafi on sidrmiltddn erillisten silmukoiden unioni. Koska graafin G
jokaisen solmun asteluku on véhintdin 2, niin lauseen 3.5 mukaan G ei voi olla
puu. Siis graafissa G on ainakin yksi silmukka C;. Olkoon G; = G — Cj. Koska
silmukan C; jokaisen solmun asteluku on kaksi, my0s graafin G jokaisen solmun
asteluku on parillinen.

Jos graafissa G| on vain eristettyjd solmuja, niin G = C; ja viite on tosi.
Muussa tapauksessa graafissa G on vield ainakin yksi silmukka C;, koska mikdin
graafin G; komponenteista ei lauseen 3.5 mukaan voi olla epitriviaali puu. Olkoon
nyt G, = G; — (; ja jatketaan vastaavasti, kunnes saadaan graafi G,, jossa on
vain eristettyjd solmuja. Silloin silmukoissa Cy, Cy, . . ., C, ei ole yhteisid sdrmii ja
G=CiuGU---U(G,.

(iii) Oletetaan lopuksi, ettd graafi G on sarmiltidin erillisten silmukoiden Cy, C,,
..., C, unioni. Koska G on yhtenidinen graafi, voidaan silmukat indeksoida niin, ettid
silmukoilla C; ja C; on yhteinen solmu v. Nyt graafista C; U C; 16ytyy Eulerin piiri,
joka alkaa solmusta v ja kiertdd kummankin silmukan. Koska G on yhtendinen graafi,
voidaan tdhédn unioniin lisdtd silmukat Cs, Cy, . . ., C, sellaisessa jirjestyksessi, etti
lisdttavalla silmukalla ja muodostetulla unionilla on yhteinen solmu. Koska seké
unionista ettd silmukasta 16ytyy Eulerin piiri, voidaan aina myds muodostaa uusi
Eulerin piiri lisidmalla vanhaan piiriin yksi silmukka lisda. Siis lopulta unionissa
G =Cy UG U---UC, on Eulerin piiri, joten graafi G on Eulerin graafi. O
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Esimerkki 4.2 (Konigsbergin sillat). Konigsbergin kaupunki Preussissa (nyk. Ka-
liningrad Venijilld) on jakaantunut neljaan osaan. Konigsbergissi oli 1700-luvulla
seitseman siltaa. Kaupunkilaiset yrittivit 10ytdd sunnuntaikévelylld kotiovelta koti-
ovelle vievin reitin, joka kulkee jokaisen sillan ylitse tdsmélleen kerran. Euler osoitti,
ettd se on mahdotonta muodostamalla Konigsbergin siltoja vastaavan graafin, jossa
yhtenidiset maa-alueet ovat solmuja ja sillat sairmié (ks. kuva 4.2). Tima graafi ei ole
Eulerin graafi.

G: Vs,
@ Vl @ V3
Va
Kuva 4.2. Konigsbergin sillat ja siltoja vastaava multigraafi G.

Seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 4.1.

Lause 4.2. Jokainen Eulerin graafin solmu kuuluu johonkin silmukkaan.

Seuraavaksi tarkastelemme, kuinka monella kynénvedolla graafi voidaan piirtaa,
jos sen paritonasteisten solmujen lukumaéira tiedetddan. Kyseessd on itse asiassa
yleinen pulmatehtivé, jossa tavoitteena on piirtdd jokin kuvio yhdelli tai jollakin
pienelld méaralla kynéanvetoja. Nyt siis kuvio on graafi ja kynanvedot ovat graafin
yksinkertaisia polkuja.

Lause 4.3. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi, jossa on 2k (k > 1) pariton-
asteista solmua. Tdlloin E voidaan jakaa epdtyhjiin erillisiin osajoukkoihin
E\, Ey, ..., Ey siten, ettd jokainen joukoista E1, E, . . ., Ex muodostaa graafin G
vksinkertaisen polun.

Todistus. Olkoot vi,vo, ..., Vg ja ug,uy,...,u, graafin G paritonasteiset solmut.
Muodostetaan graafi G’ lisdamilla graafiin G solmut wy, wy, ..., wi ja kustakin
solmusta w; sarma sekéd solmuun v;, ettd solmuun u; (i = 1,2,.. ., k). Nyt graafin G’
jokaisen solmun aste on parillinen, joten siitd 10ytyy Eulerin piiri. Kun piiristd
poistetaan solmut w; ja niihin johtavat sdrmat, jéljelle jad k polkua. Ndiden polkujen
sarmit muodostavat sirmidjoukon E luokkajaon, jossa on k joukkoa. O

Lauseen 4.3 osajoukkoihin jako ei kuitenkaan ole vélttamatta yksikéasitteinen.
(Totea.)
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Esimerkki 4.3. Kuvan 4.3 graafissa G on nelja paritonasteista solmua. Ndin ollen
graafin sirméjoukko voidaan jakaa kahteen epatyhjdéan joukkoon, joista kumpikin
muodostaa graafin G yksinkertaisen polun (esimerkiksi polut p; ja p»). Kuvan 4.3
solmut wy ja wy ovat lauseen 4.3 todistuksessa kaytettdvid solmuja.

G: u; u, U, us; U, u,

Vi Va Vi vy Vi vy
polku P, polku P,

Kuva 4.3. Graafi G ja kaksi sen yksinkertaista polkua.

Lause 4.4. Yhtendisessd graafissa G on Eulerin polku, muttei Eulerin piirid
tasmdilleen silloin, kun tdsmdlleen kahden graafin G solmun aste on pariton.

Todistus. Olkoon G graafi, jossa on Eulerin polku p, muttei Eulerin piirid. Olkoot
u ja v Eulerin polun p alku- ja loppusolmut. Muodostetaan graafi G’ lisddmalld
graafiin G solmu w ja sdrmaét (u, w) ja (v, w). Nyt graafissa G’ on Eulerin piiri ja
siis lauseen 4.1 perusteella jokaisen graafin G’ solmun aste on parillinen. Niin ollen
graafissa G on tdsmalleen kaksi paritonasteista solmua, nimittdin solmut « ja v.
Olkoon nyt G graafi, jossa tdsmilleen kahden solmun aste on pariton. Siis
lauseen 4.1 mukaan graafissa G ei ole Eulerin piirid. Toisaalta lauseen 4.3 mukaan
graafissa G on Eulerin polku. O

Vg v,

Kuva 4.4. Graafi G, jossa on Eulerin polku muttei Eulerin piirié.
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4.2 Hamiltonin graafi

Hamiltonin graafi on saanut nimensi irlantilaisen matemaatikon William Rowan
Hamiltonin 1857 esittelemaéstd "Round the World” -tehtévisti. Tehtdvina oli kiertdd
dodekaedrin kirjet sdrmii pitkin niin, ettd kdydaédn jokaisessa kérjessd vain kerran.
Tehtdvi itsessddn tuli aikanaan ratkaistuksi ja tdimé tehtdva antoi nimen kaikille
sellaisille graafeille, joista 10ytyy suora polku tai silmukka, jossa on kaikki graafin
solmut.

Kuva 4.5. Dodekaedri piirrettyni tasoon.

Mairitelmi 4.2. Graafin polku (piiri, silmukka) on Hamiltonin polku (piiri,
silmukka), jos se sisiltda graafin jokaisen solmun tdsmélleen kerran. Graafi on
Hamiltonin graafi, jos siind on Hamiltonin piiri.

G p
Vs Vo
2,//.\\\\3
A V3 vlr/ *’v3
1 4
Vs Vg v56<———5--———1v4

Kuva 4.6. Graafissa G on Hamiltonin piiri p.

Vihintdan kolmisolmuisessa graafissa Hamiltonin piiri on aina myds Hamiltonin
silmukka. Ei ole tiedossa yksinkertaista vilttimatonta ja riittdvad ehtoa sille, ettad
graafi olisi Hamiltonin graafi. Sen sijaan tunnetaan kylldkin useita valttamattomia
ja useita riittavia ehtoja. Vilttimittomia ehtoja ovat mm. seuraavat. Vihintdin
kolmisolmuisessa Hamiltonin graafissa ei ole loppusolmuja eiké irrotussolmuja
ja kaksijakoisen Hamiltonin graafin kummassakin solmujoukossa on yhtd monta
solmua.

Seuraavaksi esitetdin muutama riittavd ehto Hamiltonin graafille.
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Lause 4.5. Olkoon G yksinkertainen n-solmuinen graafi, jonka solmut on
Jdrjestetty niin, ettd

deg(vy) < deg(vy) < --- < deg(vy).
Jos tdlloin
4.1) deg(vy—x) = n — k aina, kun deg(vy) < k < n/2,

niin G on Hamiltonin graafi.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 63-64. O

Lause 4.6. Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n > 3) graafi, jonka
solmut on jdrjestetty niin, ettd

deg(vy) < deg(vp) < --- < deg(vy).
Télloin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. 6(G) = n/2.
2. deg(u) + deg(v) > n aina, kun u,v € V ja{u,v} ¢ E.
3. deg(vy) > k aina, kun 1 < k < n/2.

4. deg(v;) + deg(vk) > n aina, kun j < k, deg(v;) < j ja deg(vy) < k — 1.

Todistus. Osoitamme, ettd kun ensimmaéinen ehto toteutuu, myos toinen ehto toteutuu,
kun toinen ehto toteutuu, niin kolmas ehto toteutuu, kun kolmas ehto toteutuu, niin
neljds ehto toteutuu ja kun neljds ehto toteutuu, niin silloin lauseen 4.5 ehto (4.1)
toteutuu.

(i) Jos ensimmadinen ehto toteutuu, selvistikin my0s toinen ehto toteutuu.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd toinen ehto toteutuu. Jos kolmas ehto ei toteudu,
on olemassa sellainen luku ¢, ettd 1 < ¢t < n/2 jadeg(v;) < t. Osoitamme ensiksi, ettd
talloin solmujen vy, va, . . ., v; indusoima aligraafi on tidydellinen. Jos tama aligraafi ei
ole tdydellinen, on olemassa sellaiset solmut v; ja v,,, ettd [ < m <t ja {v;,vy,} ¢ E.
Koska !l < m < t, niin
n

2

n
deg(v;) + deg(vyy) < deg(v,) + deg(v,) <t +1t < Sty =n
Koska {v;,v,,} ¢ E, tami on ristiriidassa toisen ehdon kanssa, joten solmujen
Vi, V2, ..., vy indusoima aligraafi on tdaydellinen.

Koska solmujen vy, v, ..., v, aste on korkeintaan ¢ ja solmujen vy, vy,..., v,
indusoima aligraafi on tdydellinen, kullakin niistd solmuista on korkeintaan yksi

vierussolmu joukossa viiq, vi42, ..., v,. Koska toisaalta ¢ < %, jokin solmuista
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Vi+l, Vi42s - - -» Vy €1 Ole minkddn solmun vy, vy, . . ., v; vierussolmu. Olkoon vy jokin
tdllainen solmu. Siis deg(vx) < n — ¢ ja edelleen

deg(vy) + deg(v;) <n—t+1t=n.

Koska v ja v; eivit ole vierussolmuja, tama on ristiriidassa toisen ehdon kanssa. Siis
my0s kolmas ehto toteutuu.

(iii) Oletetaan seuraavaksi, ettd kolmas ehto on voimassa. Jos neljds ehto ei ole
voimassa, on olemassa sellaiset luvut j ja k, ettd j < k,deg(v;) < jjadeg(vk) < k-1,
mutta deg(v;) + deg(vi) < n. Olkoon nyt t = deg(v;). Télloin ¢ < n/2 ja edelleen

deg(v;) = deg(vVaeg(v)) < deg(v;) = 1.

Siis ¢ < n/2 ja deg(v;) < t, mikd on ristiriidassa kolmannen ehdon kanssa. Siis myos
neljds ehto toteutuu.

(iv) Oletetaan lopuksi, ettd neljds ehto on voimassa. Jos ehto (4.1) ei toteudu, on
olemassa sellainen solmu v;, ettd deg(v;) < t < n/2 jadeg(v,—;) < n—1t— 1. Mutta
silloin siis t < n —t, deg(v;) < t, deg(v,—) < (n—1t) —1ja

deg(v;) + deg(vy—y) <t+n—-t—1=n-1,

mika on ristiriidassa neljannen ehdon kanssa. Siis G on Hamiltonin graafi. O
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4.3 Tasograafi

Graafeja piirrettidessd tavoitteena on tietenkin esityksen selkeys. Yksi selkeyttd
haittaava piirre on, ettd sirmit leikkaavat toisiaan. Néin ollen graafin esittdmisen
kannalta on eduksi, jos graafi voidaan piirtdi niin, ettd mitkddn graafin sarmait eivit
leikkaa toisiaan.

Mairitelma 4.3. Tasograafi (planar graph) on graafi, joka voidaan piirtdi
tasoon niin, ettd mitkddn graafin sdrmat eivat leikkaa toisiaan (sdrmien yhteista
paitesolmua ei pidetd leikkauspisteend). Esitystd, jossa tasograafi piirretdén niin,
ettd sdrmat eivit leikkaa, sanotaan graafin tasoesitykseksi (planar embedding).

Kuva 4.7. Graafi G ja graafin G tasoesitykset P; ja P;.

Yleisesti on melko hankalaa tutkia, onko annettu graafi tasograafi.

Lause 4.7. Jokaisella yksinkertaisella tasograafilla on tasoesitys, jossa kaikki
sdrmdit voidaan piirtdd suorina viivoina.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Fary [6]. O

Mairitelmi 4.4. Tasograafin tasoesitys jakaa tason alueisiin (region). Aluetta
reunustavien sarmien lukumairi on alueen aste (deg(-)) (sillat lasketaan mukaan
kahteen kertaan).

BN

BN
v

Kuva 4.8. Graafi G ja graafin G alueiden asteet.

Tasograafin alueista yksi on ddreton, muut dérellisid. Stereograafisen projektion
avulla voidaan osoittaa, ettd graafi on esitettivissi tasossa tasmélleen silloin, kun se
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on esitettdvissd pallon pinnalla. Pallon pinnalla kaikki alueet ovat &darellisid. Koska
projektiossa napa voidaan valita vapaasti, tasograafi voidaan aina esittaa tasossa siten,
ettd mika tahansa etukéteen valittu alue on dareton (ks. esimerkiksi kuva 4.9).

v vy

A NN
V3 A A v L T\

Kuva 4.9. Graafin kolme eri tasoesitystd. Kussakin esityksessd eri alue on direton.

4 \Z V3

Mairitelma 4.5. Tasograafin ddrellisid alueita reunustavia silmukoita sanotaan
graafin silmiksi (mesh).

Voidaan osoittaa (ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 183—-184),
ettd tasograafin silmédt muodostavat graafin silmukka-avaruuden kannan. Siis jos
yhtendisessi tasograafissa G on n solmua, m sdrmaa ja r aluetta, silmukka-avaruus
on (r — 1)-ulotteinen. Toisaalta seurauksen 3.30 nojalla silmukka-avaruus on u(G)-
ulotteinen (eli (m — n + 1)-ulotteinen). Tdstd saadaan suoraan lauseen 4.8 Eulerin
kaava, joka toki voidaan todistaa myos suoraan induktiolla. (Totea.)

Lause 4.8 (Eulerin kaava). Jos yhtendisessd tasograafissa on n solmua, m
sdrmdd ja r aluetta, niin
n—m+r=2.

Eulerin kaavan avulla voidaan joissakin tapauksissa todistaa ylirajoja tasograafin

kayttdd esimerkiksi sen osoittamiseen, ettd jokin tietty graafi ei ole tasograafi.

Lause 4.9. Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3)
ja m sdrmdd, niin
m < 3n—6.

Todistus. Olkoon F = {fi, f», ..., f;} graafin alueiden joukko. Koska jokainen sarma
on kahden alueen vilissé, niin

-
Z deg(f;) = 2m.
i=1
Toisaalta jokaisen alueen rajoina on vihintiin kolme sdarmaa, joten
r
2m = Z deg(f) > 3r.
i=1

Eulerin kaavan avulla saadaan tdlloin

3n-6=32-r+m)—6=3m—-3r >3m-2m=m. O
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Lause 4.10. Jos yhtendiisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3)
Jja m sdrmdd ja graafissa ei ole kolmen sdrmdn pituisia silmukoita, niin

m < 2n-—4.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 4.11. Graafit Ks ja K33 eivdt ole tasograafeja.

Todistus. Graafissa K5 on kymmenen sdarmid ja viisi solmua. Koska
3:5-6=9<10,

niin lauseen 4.9 mukaan K ei voi olla tasograafi. Graafin K3 3 osalta todistus jitetdidn
harjoitustehtéviksi. O

Useat graafit, jotka eivit ole tasograafeja, voidaan piirtdd toruksen (’donitsi’)
pinnalle. Téllaisia graafeja ovat esimerkiksi K5 ja K3 3.

Lause 4.12. Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste
on korkeintaan 5.

Todistus. Jos graafin jonkin komponentin G = (V, E) (|V| = n) kaikkien solmujen
asteluku on vihintddn 6, komponentissa G on

1 6
3 Zdeg(v) > 7}1 =3n
veV

sarmda, mikéa on ristiriidassa lauseen 4.9 kanssa. O

tiaydellinen kaksijakoinen graafi K,,, ei ole tasograafi, kun m, n > 6, ja Hararyn
graafi Hy , ei ole tasograafi, kun k£ > 6.

Lauseen 4.12 perusteella tidydellinen graafi K,, ei ole tasograafi, kun n > 6,

Lause 4.13. Graafi on tasograafi tismdilleen silloin, kun silld ei ole aligraafia,
Jjoka olisi kutistettavissa graafiksi Ks tai K3 3.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi Harary & Tutte [10]. O

Esimerkki 4.4. Lauseen 4.13 perusteella kaikki tdydellisen graafin K5 aidot aligraafit
ovat tasograafeja.

Esimerkki 4.5. Kuvan 4.10 Petersenin graafi ei ole tasograafi, silld kutistamalla
sarmit ey, es, €3, €4 ja es saadaan Ks.
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Kuva 4.10. Petersenin graafi.

Maaritelma 4.6. Jos graafin jonkin solmun asteluku on 2, solmuun tulevien
sarmien sanotaan olevan sarjassa (series). Olkoot e; = {u,v} ja ey = {v,w}
sarjassa. Talloin solmun v poistoa ja sdrmien e; ja e korvaamista yhdelld
sarmalld {u, w} sanotaan sarjan lyhentimiseksi (series merger). Jos taas sirmaan
{u, w} lisdtddn uusi solmu v, jolloin sdrméa {u, w} korvataan sarmilld {u, v} ja
{v, w}, puhutaan sarjan pidentdmisestdi (series insertion).

Mairitelmi 4.7. Kaksi graafia ovat homeomorfisia (homeomorphic), jos ne ovat
isomorfisia tai ne voidaan tehdi isomorfisiksi perakkaisilld sarjan lyhentdmisilld
ja pidentamisilla.

Esimerkki 4.6. Kuvan 4.11 graafit G ja H ovat homeomorfiset, silld lyhentimalld
graafista H pois ensin vs ja sitten vy, v ja v3 saadaan graafi, joka on isomorfinen
graafin G kanssa.

Kuva 4.11. Homeomorfiset graafit G ja H.

Lause 4.14 (Kuratowskin lause). Graafi on tasograafi tismdilleen silloin, kun
silld ei ole aligraafia, joka olisi homeomorfinen graafin Ks tai K3 3 kanssa.

Todistus. Sivuutetaan, ks. Harary [11], s. 109-112. O
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Esimerkki 4.7. Poistamalla kuvan 4.10 Petersenin graafista solmu v, saadaan kuvan
4.12 graafi P, joka on Petersenin graafin aligraafi. Kun téstd graafista lyhennetéddn
pois solmut vy, v3 ja v7, saadaan graafi, joka on isomorfinen graafin K33 kanssa. Siis
graafi P on homeomorfinen graafin K33 kanssa, joten P (ja siis my0s Petersenin
graafi) ei ole tasograafi.

P:
Ve Vy Vg Vio
Vi
Vg Vg Vg

Kuva 4.12. Petersenin graafin aligraafi P.
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4.4 Graafin varittaminen

Graafin viritysongelmaan torméitidin useissa eri yhteyksissid. Ehki klassisin varitys-
ongelma on kartan eri alueiden (esimerkiksi valtioiden) vérittiminen eri véreilld niin,
ettd vierekkaiset alueet ovat aina eri viriset.

Mairitelmai 4.8. Graafin vdrittdmiselld (coloring) tarkoitetaan vérien liittamisti
graafin solmuihin niin, ettd vierussolmut ovat aina erivériset (solmua ei talldin
pidetd itsensd vierussolmuna).

Mairitelmi 4.9. Graafin G vériluku (chromatic number) x(G) on pienin maara
virejd, joka tarvitaan graafin vérittimiseen.

Esimerkki 4.8. Kuvan 4.13 graafin viriluvut ovat y(G;) = 3, x(G2) = 2 ja
x(Gs3) = 4.

Kuva 4.13. Graafit G, G, ja G3.

Esimerkki 4.9. Graafin virittamisti voidaan kéyttda esimerkiksi tenttipdivien valit-
semiseen niin, ettd kukaan ei joudu kahteen tenttiin samana pdivina. Olkoot kurssit
graafin solmuja ja tulkitaan sdarmien tarkoittavan, ettd kursseilla on yhteisid opiskeli-
joita. Koska kuvan 4.14 graafin vériluku on kolme, tieddmme, ettd kolme tenttipdivid
riittad siihen, ettd kukaan ei joudu kahteen tenttiin samana péivana.

Graafiteoria
(keltainen)

Algebra
(punainen)

Analyysi |1
(punainen)

Ohjelmoinnin
tekniikka Lineaarialgebra |
(sininen) (keltainen)

Kuva 4.14. Joitakin kursseja yhdistiva graafi.
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Lause 4.15. Jos G on yksinkertainen graafi, niin xy(G) < A(G) + 1.

Todistus. Viritetddn solmut yksitellen. Jos kaytettavissd on A(G)+1 virid ja jokaisella
solmulla on korkeintaan A(G) vierussolmua, jokaiselle solmulle on aina vapaana jokin
sellainen viri, jota ei ole kdytetty sen vierussolmuille. Ndinollen y(G) < A(G)+1. O

Esimerkki 4.10. Tdydellisen graafin K,, vdrittdmiseen tarvitaan A(K},) + 1 = n virii,
silld kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

Esimerkki 4.11. Parittomanpituisen silmukan Cyi1 (k € Z) vérittimiseen tarvi-
taan A(Cy,+1) + 1 = 3 virid. Sen sijaan parillisenpituisen silmukan C,j vérittimiseen
riittda kaksi varia.

Lause 4.16. Olkoon G yhtendinen yksinkertainen graafi. Jos G ei ole parittoman
pituinen silmukka tai tdydellinen graafi, niin

x(G) < AG).

Todistus. Sivuutetaan. Ks. esimerkiksi Thulasiraman & Swamy [17], s. 252-253. O

Lause 4.17 (Nelivarilause). Kunkin tasograafin viriluku on korkeintaan neljd.

Todistus. Sivuutetaan (konjektuuri 1850-luvulla, todistettu 1976, ks. esimerkiksi
Appel & Haken [1]). O

Muiden kuin tasograafien vériluvulle ei ole yldrajaa. Esimerkiksi tidydellisen
graafin K,, vdriluku on sama kuin graafin K,, solmujen lukumiird n. Graafista
voidaan myOs vdrittdd sirmadt tai alueet. Alueiden virittiminen palautuu solmujen
varittimiseen muodostamalla uusi graafi, jossa alkuperdisen graafin alueet ovat
uuden graafin solmuja ja alkuperdisen graafin alueiden viliset sdrmit ovat uuden
graafin solmuja yhdistivid sdrmid. Sirmien vérittdminen voidaan palauttaa solmujen
virittdimiseen vastaavan tapaisella menettelylla. (Totea.)
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Luku 5

Juurelliset puut

Mairitelmén 3.1 mukaan puu on suuntaamaton silmukaton graafi, jonka mikdin
solmu ei ole toista erikoisempi. Juurellinen puu puolestaan on suunnattu graafi,
jossa solmuja on kahdenlaisia: haaraumasolmuja ja lehtid. Solmuista yksi on puun
juuri. Juurellinen puu vastaa siis paremmin intuitiivista ndkemystd siitd, mika
puu on. Juurellisia puita ovat esimerkiksi malleina kdytetyt etsintid- ja paatospuut,
tietokoneiden hakemistopuut, hierarkisten organisaatioiden organisaatiomallit tai
vaikkapa sukupuut. Osa kiytettdvastd terminologiasta on perdisin sukupuista.

5.1 Juurellinen puu

Aluksi esitimme muutamia juurellisten puiden perusmééritelmii ja -tuloksia.

Mairitelmi 5.1. Suunnatun graafin G solmu v on graafin G juuri (root), jos
solmusta v on suunnattu polku jokaiseen muuhun graafin solmuun.

Graafilla voi olla useita juuria. Esimerkiksi kuvan 5.1 graafilla on nelja juurta.

G v,
vy A

Kuva 5.1. Solmut vy, v, v3 ja v4 ovat graafin G juuria.

Lause 5.1. Suunnatulla graafilla on juuri tdsmdilleen silloin, kun se on kvasi-
vahvasti yhtendinen.

Todistus. Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi. Oletetaan ensiksi, ettd graafi G on
kvasivahvasti yhtendinen. Merkitdan V = {v{,v,, ..., v,}. Koska G on kvasivahvasti
yhtendinen, on olemassa joukon V solmu u1, joka on polkujen u; — vy jau; — v,
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alkusolmu. Edelleen on olemassa joukon V' solmu u;, joka on polkujen u, — u;
ja up — vz alkusolmu. Siis solmusta u, alkavat ainakin polut u, — v; (i = 1,
2, 3). Jatkamalla vastaavasti saadaan solmut us,uy,...,u,—1 ja polut uy — v;
(k=3,4,....n—-1,i=1,2,...,k + 1). Siis solmu u,_; on graafin G juuri.
Oletetaan toiseksi, ettd suunnatulla graafilla G = (V, E) on juuri r. Olkoot solmut
u ja v joukon V solmuja. Koska solmu r on juuri, graafissa G on polku r — u ja
polku r — v. Siis G on kvasivahvasti yhtendinen. O

Mairitelmai 5.2. Suunnattu graafi G on juurellinen puu (directed tree, rooted
tree, arborescence), jos graafissa G on juuri ja vastaava suuntaamaton graafi on
puu. Jos graafin G solmun ldhtdaste on nolla, solmua v sanotaan lehdeksi (leaf).
Muussa tapauksessa solmu on sisdsolmu eli haaraumasolmu (intermediate
vertex, internal vertex).

Kuvassa 5.2 on esimerkki juurellisesta puusta. Kuvassa juuri on piirretty ylim-
maiksi.

Kuva 5.2. Juurellinen puu.

Jatkossa tdssd luvussa puulla tarkoitetaan juurellista puuta, ellei toisin mainita.
Vastaavasti my0s kuvioissa jdtetddn usein sdrmien suunnat merkitsemitti, jos ne ovat
asiayhteyden perusteella selvit.

Miaritelmi 5.3. Olkoon G = (V, E) juurellinen puu. Jos (1, v) € E, sanotaan,
ettd u on solmun v vanhempi (parent) ja v vastaavasti solmun u lapsi (child).
Jos myOs w on solmun u lapsi, solmut v ja w ovat sisaruksia (siblings). Sol-
mun u esivanhemmat (ancestors) ovat ne solmut, joista on polku solmuun u
(eli vanhempi, vanhemman vanhempi, jne.). Vastaavasti solmun u jdilkeldiset
(descendants) ovat ne solmut, joihin solmusta # on polku (eli lapset, lastenlapset,
jne.).

Vanhemmassa kirjallisuudessa puhutaan vanhempien ja lasten sijasta isistd (father)
ja pojista (son).

Maaritelma 5.4. Olkoon a jokin juurellisen puun solmu. Silloin solmun a
madradma alipuu (subtree) on puu, jonka juurena on a ja joka koostuu solmusta a,
solmun a jilkeldisistd sekd vastaavista sdrmista.
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Koska jokainen puun solmu miirdd yhden puun alipuun, puulla on yhti monta
alipuuta kuin siind on solmuja. Kaikki puun aligraafit, jotka ovat puita, eivit siis ole
puun alipuita. Kuvassa 5.3 on esimerkki puusta ja puun alipuusta.

a

Kuva 5.3. Puu ja solmun ¢ midraamai alipuu.

Lause 5.2. Olkoon G suunnattu graafi, jossa on ainakin kaksi solmua. Silloin
seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.:

1. Graafi G on juurellinen puu.

2. Graafissa G on solmu, josta on tdasmdilleen yksi polku graafin jokaiseen
solmuun.

3. Graafi G on kvasivahvasti yhtendiinen ja poistamalla siitd mikd tahansa
sdarmd saadaan graafi, joka ei ole kvasivahvasti yhtendinen.

4. Graafi G on kvasivahvasti yhtendinen ja siind on sellainen solmu r, ettd
deg (r)=0
ja
deg(v) =1, kunv #r.

5. Graafia G vastaava suuntaamaton graafi on silmukaton ja graafissa G on
sellainen solmu r, ettd

deg (r)=0
ja
deg"(v) =1, kunv #r.

6. Graafi G on kvasivahvasti yhtendinen ja sitd vastaava suuntaamaton
graafi on silmukaton.

Todistus. Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi, jossaon n solmua (n > 2). Todistamme
lauseen osoittamalla, ettd edellisestd viitteestd seuraa aina seuraava viite ja ettd
vihdoin viimeisesti viitteestd seuraa ensimmainen viite.
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(i) Oletetaan ensiksi, ettd G on juurellinen puu. Silloin juuresta r on polku
jokaiseen graafin G solmuun. Koska graafia G vastaava suuntaamaton graafi on puu,
nditd polkuja kuhunkin solmuun on lauseen 3.4 kohdan 2 mukaan tdsmélleen yksi.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd graafissa G on solmu r, josta on tdsmilleen yksi
polku graafin G jokaiseen solmuun. Olkoot u ja v joukon V solmuja. Siis solmusta r
on polku sekd solmuun u ettd solmuun v. Siis G on kvasivahvasti yhtenédinen.

Olkoon nyt r edelleen solmu, josta on polku graafin jokaiseen solmuun ja olkoon
e = (u,v) joukon E sdrmi. Jos G — e on kvasivahvasti yhtendinen, on olemassa
joukon V solmu w, josta alkavat graafin G — e polut w — u jaw — v. Siis graafissa G
on kaksi eri polkua w — v. Koska graafissa G on myo6s polku r — w, graafissa G
on kaksi eri polkua r — v, mikd on mahdotonta. Siis G — e ei ole kvasivahvasti
yhtendinen.

(iii) Oletetaan seuraavaksi, ettd G on kvasivahvasti yhtendinen ja ettd poistamalla
siitd mikd tahansa sdrmé saadaan graafi, joka ei ole kvasivahvasti yhtendinen. Koska G
on kvasivahvasti yhteniinen, siind on lauseen 5.1 mukaan juuri r. Todistetaan ensiksi,
ettd deg”(r) = 0. Tehdddn vastaoletus, ettd deg (r) > 0. Siis graafissa G on
sarmd (u, r), missd u € V. Néin ollen graafissa G — (&, r) on juuri r eli G — (4, ) on
kvasivahvasti yhtendinen, mikd on mahdotonta. Siis deg™(r) = 0.

Oletetaan nyt, ettd v € V ja v # r, ja osoitetaan, ettd deg (v) = 1. Koska
solmusta r on polku solmuun v, niin deg™(v) > 1. Jos deg™(v) > 1, graafissa G on
olemassa sarmait (u, v) ja (w, v), missd u, w € V. Toisaalta juuresta r on olemassa
suora polku solmuihin v, u ja w. Suora polku p juuresta r solmuun v joko kulkee tai
ei kulje sirmin (u, v) kautta. Jos p kulkee sdrmin (u, v) kautta, niin  on my0s graafin
G — (w, v) juuri, ja jos p ei kulje sirmin (i, v) kautta, niin 7 on myos graafin G — (i, v)
juuri. Siis kummassakin tapauksessa graafi sdilyy juurellisena ja siis kvasivahvasti
yhtendisend, vaikka yksi sarmé poistetaan. Tdma on ristiriidassa oletuksen kanssa.
Siis deg™(v) = 1.

(iv) Oletetaan seuraavaksi, ettd G on kvasivahvasti yhtendinen ja ettd siind on
sellainen solmu r, ettd deg™ (r) = 0 jadeg (v) = 1, kun v # r. Oletuksen perusteella
siis

|E| = Z deg~(v) =n-— 1.
vev
Koska graafi G on kvasivahvasti yhtendinen, graafia G vastaava suuntaamaton
graafi on yhtendinen. Siis lauseen 3.4 kohtien 3 ja 4 mukaan graafia G vastaava
suuntaamaton graafi on silmukaton.

(v) Oletetaan seuraavaksi, ettd graafia G vastaava suuntaamaton graafi on sil-
mukaton ja graafissa G on sellainen solmu r, ettd deg™(r) = 0 jadeg (v) = 1, kun
v # r. Koska |E| = n — 1 (ks. kohta (iv)) ja graafia G vastaava suuntaamaton graafi
on silmukaton, graafia G vastaava suuntaamaton graafi on lauseen 3.4 kohtien 3 ja 4
nojalla yhtendinen. Olkoon v € V. Koska graafia G vastaava suuntaamaton graafi
on yhtendinen, on olemassa suuntaamaton polku r — v. Jos nyt ei ole olemassa
suunnattua polkua r — v, niin joko deg™(r) > 1 tai polun r — v jonkin muun sol-
mun tuloaste on vihintddn 2. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, joten on olemassa
suunnattu polku r — v. Siis solmu r on graafin G juuri, joten lauseen 5.1 perusteella
graafi G on kvasivahvasti yhtendinen.
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(vi) Oletetaan lopuksi, ettd G on kvasivahvasti yhtendinen ja ettd sitd vastaava
suuntaamaton graafi on silmukaton. Koska graafia G vastaava suuntaamaton graafi
on silmukaton ja yhtendinen, graafi G on puu. Koska G on liséksi kvasivahvasti
yhtendinen, graafissa G on juuri. Siis G on juurellinen puu. O

Miiritelma 5.5. Heikosti yhtendisen graafin G aligraafi T’ on graafin G virittavdi
Juurellinen puu (directed spanning tree), jos T on juurellinen puu ja siind on
kaikki graafin G solmut.

G: vy Vs, Vg T Vi vV, V3
A Vs Vg A Vs Vg

Kuva 5.4. Suunnattu graafi G ja sen virittéva juurellinen puu 7.

Lause 5.3. Suunnatulla graafilla G on virittdvi juurellinen puu tdsmdlleen
silloin, kun G on kvasivahvasti yhtendinen.

Todistus. Olkoon G suunnattu graafi. Jos graafilla G on virittava juurellinen puu 7,
puun 7 juuri on my06s graafin G juuri. Tdlloin graafi G on kvasivahvasti yhtendinen.

Jos graafi G on kvasivahvasti yhtendinen, mutta ei ole (virittavd) juurellinen
puu, graafissa G on lauseen 5.2 kohdan 3 perusteella sdrmid, joiden poistamisen
jélkeen jdljelle jaanyt graafi on edelleen kvasivahvasti yhtendinen. Kun kaikki téllaiset
sdarmdit poistetaan graafista G, saadaan jiljelle jddneestd graafista graafin G virittava
juurellinen puu. O
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5.2 Binaaripuut ja muut m-puut

Seuraavaksi tarkastalemme puita, joissa yksittdisten solmujen lasten lukuméiirélle on
annettu yléraja.

Maaritelma 5.6. Juurellista puuta sanotaan m-puuksi, jos puun jokaisella
sisasolmulla on korkeintaan m lasta. Puu on kokonainen eli tdiydellinen (full)
m-puu, jos sen jokaisella sisdsolmulla on tasmélleen m lasta. Erityisesti 2-puuta
sanotaan binddripuuksi (binary tree).

Juuri

Kuva 5.5. Juurellinen 4-puu.

Esimerkki 5.1. Klassinen ongelma on hakea kultalanteista yksi muita kevedmpi
lantti (vadrd raha) mahdollisimman pienelld méairalld punnituksia orsivaa’alla. Tama
onnistuu jakamalla lanttijoukko aina kolmeen osaan ja punnitsemalla néisté kaksi. Jos
punnitus menee tasan, viird raha on kolmannessa joukossa, muulloin punnittavista
kevyemmaissid joukossa. Titd toistamalla kevein lantti 10ytyy. Etsintdd voidaan
mallintaa 3-puulla (ks. kuva 5.6).

vy = vasen puoli ylempi
oy = oikea puoli ylempi
t = tasan

oy w oy

Kuva 5.6. Piitospuu, jolla haetaan seitsemdsti lantista yksi muita kevyempi lantti.

Esimerkki 5.2. Informaatioteoriassa prefix-koodi (prefix code) on vaihtuvanpituinen
koodi, jossa mikédédn koodisana ei ole toisen koodisanan alkuosa. Ndin useammin esiin-
tyville merkeille voidaan antaa lyhyempi koodi kuin harvemmin esiintyville merkeille.
Kuitenkin koodi voidaan purkaa yksikisitteisesti. Prefix-koodia muodostettaessa
kédytetdadn usein apuna binddripuuta (ks. kuva 5.7).
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a: 00
e 01
k: 10
m: 110
v. 1110
p: 1111

Kuva 5.7. Prefix-koodi merkeille a, e, k, m, v ja p seki koodia vastaava bindéripuu.

Lause 5.4. Tdydellisessd m-puussa, jossa on i sisdsolmua, on mi + 1 solmua.

Todistus. Kullakin sisdsolmulla on m lasta, joten sisdsolmujen lapsia on yhteensi mi
kappaletta. Sisdsolmujen lasten lisdksi puussa on juuri eli solmuja on yhteensi
mi+ 1. m]

Lause 5.5. Olkoon T tdydellinen m-puu. Tdlloin seuraavat vditteet ovat voimas-
sa.

1. Jos puussa T on n solmua, siind on (n—1)/m sisdsolmua ja (im—1)n+1)/m
lehtedi.

2. Jos puussa T on i sisdsolmua, siind on mi + 1 solmua ja (m — 1)i + 1
lehted.

3. Jos puussa T on [ lehted, siind on (ml—1)/(m—1) solmuaja (I-1)/(m—1)
sisdsolmua.

Todistus. Olkoon T tdaydellinen m-puu, jossa on n solmua, i sisisolmua ja / lehtea.
Silloin

5.1 n=1[+1i.
Lisadksi lauseen 5.4 mukaan
(5.2) n=mi+l.

Todistamme nyt kaikki kolme kohtaa erikseen.

(i) Sisdsolmujen lukumiird saadaan ratkaisemalla i yhtdlostda (5.2), jolloin
i = (n—1)/m. Sijoittamalla timi yhtdloon (5.1) ja ratkaisemalla [ yhtdlostd (5.1)
saadaan lehtien lukumaiara

Il=n—-(n-1)/m=((m-1n+1)/m.

(ii) Solmujen lukumiirid saadaan suoraan yhtilosta (5.2). Lehtien lukumé&éri
saadaan sijoittamalla solmujen lukumiara yhtdloon (5.1). Siis

(5.3) l=mi+1—-i=(m-1)i +1.
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(iii) Ratkaisemalla i yhtilostd (5.3) saadaan edelleen sisdsolmujen lukumaéara

i={-1)/(m-1).
Solmujen lukumairi saadaan puolestaan sijoittamalla timéa yhtdloon (5.1), jolloin

n=I0l+{-1)/m-1)=ml-1)/(m—-1). O

Mairitelma 5.7. Solmun taso (level) on solmun esivanhempien lukumaira.
Puun korkeus (height) on solmujen tasoista suurin.

Kuva 5.8. Solmun v; taso on yksi ja solmun v, taso on kolme.

Miiritelmi 5.8. Olkoon puun korkeus 4. Silloin puu on tasapainoinen (bal-
anced), jos jokainen puun lehti on joko tasolla 4 tai tasolla 4 — 1.

Kuva 5.9. Puu 77 on tasapainoinen, mutta puu 7 ei ole.

Lause 5.6. Jos m-puun korkeus on h, siini on korkeintaan m" lehted.

Todistus. Todistamme lauseen induktiolla m-puun korkeuden 4 suhteen. Jos puun
korkeus on nolla, puussa on ainoastaan juuri ja véite on tosi. Tehdédédn induktio-oletus,
etti kun puun korkeus on korkeintaan /4, puussa on korkeintaan m” lehted. Olkoon T
jokin m-puu, jonka korkeus on 2+ 1. Olkoon r puun 7 juuri. Nyt 7 —r muodostuu puun
T alipuista, jotka ovat myds m-puita ja joita on korkeintaan m kappaletta. Lisdksi
kunkin alipuun korkeus on korkeintaan 4, joten induktio-oletuksen perusteella

kullakin alipuulla on korkeintaan m" lehted. Puulla T on siis korkeintaan
mm! = mh+!

lehted. O
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Lause 5.7. Jos m-puussa on [ lehted, puun korkeus h on vihintddn [log,, I.
Jos puu on téiydellinen ja tasapainoinen, niin h = [log,, [].

Todistus. Lauseen 5.6 mukaan [ < m", joten log,, I < h. Koska h € N, niin
[log,, [ < h.

Olkoon nyt 7" taydellinen ja tasapainoinen m-puu. Jos puun 7" korkeus on nolla tai
yksi, niin lause on selvisti voimassa. Todistuksen yleisyytté rajoittamatta voimme siis
olettaa, ettd h > 2. Tdydellisessd ja tasapainoisessa m-puussa on tasolla 4 — 1 yhteensi
m"=1 solmua. Niisti kaikki eivit ole lehtid, joten tasolla /4 on ainakin m lehted. Taten
puussa on ainakin m"=1 — 1 + m lehted, mistd seuraa, etti [ > m" 1 =1 +m > m" L.
Siis log,, [ > h—1jaedelleen h—1 < [log, Il < h. Koska [log,, '] on kokonaisluku,
niin [log,, /] = h. O

Taydellisyys ja tasapainoisuus eivit ole vilttimittomia ehtoja yhtdsuuruudelle
lauseessa 5.7. Esimerkiksi kuvan 5.10 binddripuussa on 12 lehted ja puun korkeus 4
on4. Siis h = [log, 12], vaikka puu ei ole tdydellinen eikd tasapainoinen. Kuvassa 5.9
taas on kaksi taydellistd bindédripuuta, joissa molemmissa on yhtd monta lehted ja
jotka molemmat ovat samankorkuisia. Siis molemmissa on lauseen 5.7 yhtidsuuruus
samanaikaisesti voimassa. Kuitenkin vain toinen niistd on tasapainoinen.

Kuva 5.10. Binéddripuu, joka ei ole tidydellinen eikd tasapainoinen.
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5.3 Juurellisen puun lapikaynti

Mairitelmi 5.9. Juurellinen puu on jdrjestetty (ordered) puu, jos jokaisen
solmun lapset on jérjestetty. Jirjestetyt puut piirretdan niin, ettd lasten jarjestys
on vasemmalta oikealle. Jos lapsia on kaksi, ensimmadinen lapsi on vasen lapsi
(left child) ja toinen lapsi on oikea lapsi (right child). Vastaavia alipuita kutsutaan
vasemmaksi ja oikeaksi alipuuksi.

Kuva 5.11. Jarjestetty puu.

Jarjestetyn puun solmut voidaan indeksoida seuraavasti (vrt. kuva 5.11).

1. Juuren indeksi on O ja juuren lasten 1,2, ..., k (vasemmalta oikealle).

2. Jos solmun v indeksi on A, solmun v lasten indeksit ovat A.1,A.2, ..., A.ks
(vasemmalta oikealle).

Oletetaan, ettd juurellinen puu on jirjestetty, ettd sitd kdytetddn tiedon varastoin-
tiin ja ettei sen solmuihin voi viitata suoraan. Solmut on siis kadytava lapi jossakin
jarjestyksessd. Tassd tarkastellaan teoreettisella tasolla kolmea eri ldpikédyntijirjes-
tystd. Oletamme jatkossa, ettd ldpikdytdavd puu on kuvan 5.12 muotoa, missi siis
T, T,...,T, ovat alipuita.

/Tr\
T T, T3 Tn

Kuva 5.12. Jarjestetty puu 7. Puulla 7T on n sellaista alipuuta, joiden juuret ovat puun T
juuren lapsia.

Algoritmi 5.1 (Esijérjestys (preorder)). Puun kaikki solmut kdydéén ldpi seuraa-
vasti. Ensin késitelldin juuri, sitten 7 esijirjestyksessd, sitten 75 esijirjestyksessd ja
niin edelleen. Viimeiseni késitellddn siis 7,, esijirjestyksessa.

Algoritmi 5.2 (Sisdjérjestys (inorder)). Puun kaikki solmut kiydiin ldpi seuraa-
vasti. Ensin kisitellddn 7 sisdjarjestyksessd, sitten kisitellddn juuri, sitten kasitel-
lddn T, sisdjirjestyksessd, T3 sisdjdrjestyksessi ja niin edelleen, kunnes viimeisend
kisitellddn 7,, sisdjarjestyksessa.
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Algoritmi 5.3 (Jalkijarjestys (postorder)). Puun kaikki solmut kidydiin ldpi seu-
raavasti. Ensin kisitelldin 7 jélkijarjestyksessd, sitten 7 jélkijarjestyksessd ja niin
edelleen, kunnes kisitelldin 7, jélkijarjestyksessd. Lopuksi kisitellddn juuri.

Esimerkki 5.3. Kuvan 5.13 puun solmut ovat esijirjestyksessi lueteltuna abefk1l
mcgdhi jno, sisdjirjestyksessi lueteltuna ebkflmagchdinjo ja jélkijarjestyksessi
lueteltuna eklmfbgchinojda.

Kuva 5.13. Jirjestetty puu.

Esimerkki 5.4. Kuningassuvun sukupuun, jossa lapset ovat ikdjérjestyksessa siten,
ettd pojat edeltivit! tyttarid (ks. kuva 5.14), lapikdyminen esijarjestyksessd antoi
ennen kruununperimisjirjestyksen. Sisd- ja jilkijarjestykselld ei sen sijaan ole
mielekésta tulkintaa.

Elisabeth
Charles Andrew Edward Anne

William Henry Beatrice Eugenie Peter Zara

Kuva 5.14. Englannin kuningattaren Elisabeth II:n jilkeldiset suoraan alenevassa polvessa
kesidkuussa 2001.

'Esimerkiksi Englannissa nainen voi vield 2000-luvun alussa perid kruunun vain, jos hénelli ei
ollut elossa olevaa veljed eikd veljen elossa olevia rintaperillisid (28.10.2011 jdlkeen syntyneisti ei
enii katsota sukupuolta).
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5.4 Aritmeettisten lausekkeiden esitysmuotoja

Tarkastelemme aritmeettisten laskutoimitusten eri esitysmuotoja. Néité esitysmuotoja
voidaan myo0s soveltaa esimerkiksi joukko-opillisiin lausekkeisiin. Kun aritmeetti-
nen lauseke on annettu tavanomaisessa muodossa, muodostetaan laskutoimituspuu
seuraavasti.

1. Juureksi otetaan laskutoimitus, joka suoritetaan viimeiseksi.
2. Alipuiksi asetetaan laskutoimituksen kohteet (operandit).

3. Jatketaan prosessia alipuiksi asetetuille lausekkeille, kunnes lausekkeina ovat
muuttujat ja vakiot.

Laskutoimituspuun haarautumasolmuina ovat siis laskutoimitukset, laskutoimi-
tusten kohteina alipuut (vasemmalta oikealle) ja lehtind muuttujat ja vakiot.

Maairitelmi 5.10 (Esimerkintidinen esitysmuoto (prefix)). Esimerkintdinen
esitysmuoto on laskutoimituspuun esijirjestyksen antama muoto.

Mairitelma 5.11 (Sisamerkintiinen esitysmuoto (infix)). Sisamerkintdinen
esitysmuoto on laskutoimituspuun sisdjarjestyksen antama muoto tiydennettyni
suluilla.

Mairitelma 5.12 (Jilkimerkintidinen esitysmuoto (postfix)). Jalkimerkintii-
nen esitysmuoto on laskutoimituspuun jilkijirjestyksen antama muoto.

Esitysmuodoista sisimerkintdinen on siis lausekkeen tavanomainen esitysmuoto,
missd operaattori on operandien vilissd. Esimerkintdisessd esitysmuodossa operaattori
edeltdd ja jalkimerkintdisessd seuraa operandeja.

Esimerkki 5.5. Kuvan 5.15 laskutoimituspuun sisdmerkintidinen esitysmuoto on
(2+3)-(4+1)/((12-2) -3),
esimerkintdinen esitysmuoto on

/-+23+41--1223

2 3 4 112 2

Kuva 5.15. Laskutoimituspuu.
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ja jalkimerkintdinen esitysmuoto on
23+41+-122-3-/

Esimerkintédisen lausekkeen arvo lasketaan esimerkiksi kulkemalla oikealta va-
semmalle ja soveltamalla operaattoria aina kahteen vilittomasti 1dhinna oikealla
olevaan operandiin. Vastaavasti jalkimerkintdisen lausekkeen arvo lasketaan ete-
nemilld vasemmalta oikealle ja kohdattaessa operaattori sovelletaan sitd kahteen
edeltaviin operandiin.

EsimerkKi 5.6. Esimerkintdisen lausekkeen
[-+23+41--1223

arvo lasketaan seuraavasti. Ensin lasketaan - 12 2 = 24, sitten — 24 3 = 21, sitten
+ 41 =5,sitten + 23 = 5, sitten - 5 5 = 25 ja lopuksi / 25 21 = 25/21.
Jalkimerkintdisen lausekkeen

23+41+-122-3-/

arvo taas lasketaan seuraavasti. Ensin lasketaan 2 3 + = 5, sitten 4 1 + = 5, sitten
55-=25,sitten 12 2 - = 24, sitten 24 3 — = 21 ja lopuksi 25 21 / = 25/21.
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