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Luku 1

Johdatus tilastolliseen paattelyyn
ja jakaumiin

1.1 Suurimman uskottavuuden estimaattori

Olkoon fy (y; B) satunnaismuuttuja Y:n tiheysfunktio, miké riippuu tuntemattomasta
parametrista 8. Olkoon y1,ys, ..., yn havaittu satunnaisotos Y:n jakaumasta. Tunte-
mattoman parametrin 8 arvoa voidaan estimoida suurimman uskottavuuden menetel-
mallda. Parametrin 8 suurimman uskottavuuden estimaatti B on ratkaisu seuraavaan
maksimointiongelmaan:

BzargmgXHfY(yi;ﬂ)- (1.1)

=1

Usein suurimman uskottavuuden estimaatti B on helpompi muodostaa ratkaisuna
logaritmoidun yhteistiheysfunktion maksimointina:

B = argmgleog(fY(yi;ﬁ))- (1.2)

=1

Suurimman uskottavuuden menetelméssé yhteistiheysfunktiota kutsutaan uskotta-
vuusfunktioksi

n

L(B,y) =[] fv (i B) (1.3)

i=1

ja logaritmoitua yhteistiheysfunktiota logaritmoiduksi uskottavuusfunktioksi

1(B,y) =Y log(fy (vis B)), (1.4)
=1
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missd y on satunnaisvektori
Y1
Y2
y = .
Yn
Koska B on satunnaisotoksen y funktio, se on itsestddn satunnaismuuttuja tilantees-
sa, missé havaittuja arvoja y; kohdellaan satunnaismuuttujina. Talloin 5:a kutsutaan

suurimman uskottavuuden estimaattoriksi. Voidaan osoittaa, ettd suurimman uskot-
tavuuden estimaattori 8 noudattaa asymptoottisesti (kun n — o) normaalijakaumaa

BN (5505 ) =N (5.029). (15)

missé I(8) on parametriin g liittyvé informaatioluku

1.2 Luottamusviliestimaatti, Waldin ja Score testit

Suurimman uskottavuuden estimaattorin 3 varianssi Var(B) = 0%(p) voi riippua tun-

B
temattomasta parametrista 3 ja siten esimerkiksi keskihajontaa o(3) = \/ Var(f) ei
mahdollisesti voida tarkasti laskea. Estimaattorin B varianssia ja siten keskihajontaa

voidaan estimoida siten, ettd varianssin tuntemattoman parametrin arvo korvataan
suurimman uskottavuuden estimaatin 8 arvolla:

Var(5) = 53(5). (1.7)

Estimoidun keskihajonnan avulla [75(,5’) avulla voidaan nyt tuntemattomalle para-
metrille 8 muodostaa normaalijakaumaan perustuva 100(1 — «)% asymptoottinen
luottamusvaliestimaatti

(6 - Za/263(3)73+ Za/2CATB(B)> ) (18)

missé 2,/o on luku, jolle on voimassa todennékdisyys P(Z > z,/2) = 1 — « /2, missi
Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa Z ~ N(0,1) .

Tarkastellaan seuraavaksi hypoteeseja

Hy : ﬁ = BOa

Ha : /8 7é 505 (19)
missé fBg on jokin annettu arvo. Kun Hy on tosi, otossuure

zZ="E" Ho (1.10)

55(P)
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noudattaa asymptoottisesti standardoitua normaalijakaumaa Z ~ N(0,1). Tamén
tyylista testisuuretta kutsutaan Waldin testiksi, misséd suurimman uskottavuuden es-
timaattorin keskihajontaa o4 (8) on estimoitu suurimman uskottavuuden estimaatin
avulla.

Score testissé testataan edelld olevaa hypoteesia samalla testisuureella kuin Waldin
testissé paitsi ettd keskihajonnan 03(6) estimaatti korvataan keskihajonnalla, mika
olisi Hy hypoteesin vallitessa voimassa:

B = Bo
Z = . 1.11
7o) )
1.3 Uskottavuussuhdetesti
Tarkastellaan edelleen hypoteeseja
HO : /8 = BOa
H,:p 75 /605 (112)

missd [y on jokin annettu arvo. Suurimman uskottavuuden menetelmén mukaisesti
uskottavuusfunktio L(3,y) saa suurimman arvonsa suurimman uskottavuuden esti-
maatin arvolla L(B, y). Toisaalta uskottavuusfunktion arvo voidaan laskea myds Hy
hypoteesin ollessa voimassa. Talloin uskottavuusfunktio saa arvon L(fy,y). Suhdetta

B L(Bo,y) | _ :

=2 (UBy) ~1(5o.¥)) (1.13)

kutsutaan uskottavuussuhteeksi. Hypoteesin Hy : 8 = By vallitessa uskottavuussuhde
A noudattaa asymptoottisesti x2-jakaumaa vapausastein df = 1.

1.4 Eksponentiaalinen jakaumaperhe

Mikali satunnaismuuttujan Y jakauma riippuu vain yhdestd tuntemattomasta para-
metrista §, satunnaismuuttuja Y:n todennédkéisyysjakauma kuuluu eksponentiaali-
seen jakaumaperheeseen, jos Y tiheysfunktio fy (y, 3) voidaan kirjoittaa muodossa

Fr(y; B) = a(B)b(y)e? @), (1.14)

missé a, b ja () merkitsevit joitakin funktioita.

Yleisemmin eksponentiaaliseen jakaumaperheeseen kuuluvat jatkuvista jakaumista
muun muassa normaalijakauma, gamma jakauma, kddnteinen normaalijakauma ja
eksponenttijakauma. Diskreeteistd jakaumista eksponentiaaliseen jakaumaperheeseen
kuuluvat muun muassa Bernoullin jakauma, binomijakauma, kd&nteinen binomijakau-
ma, Poissonin jakauma ja multinomijakauma.
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1.5 Normaalijakauma

Satunnaismuuttuja Y noudattaa normaalijakaumaa Y ~ N(u,0?), jos Y'm tiheys-
funktio on muotoa
1 _1w-w?
2 2

fy(y)zme oz, (1.15)

Normaalijakauma on tilastotieteen eniten kaytetty jakauma. Normaalijakaumalla on
térked lineaarinen ominaisuus, eli jos Y ~ N (u,0?), niin silloin lineaarinen muunnos

X =aY +b (1.16)

noudattaa normaalijakaumaa X ~ N(ap + b, a?0?). Normaalijakaumaa Z ~ N(0,1)
kutsutaan standardoiduksi normaalijakaumaksi.

1.6 Bernoullin jakauma

Bernoullin koe on satunnaiskoe, jolla on tdsmalleen kaksi toisensa poissulkevaa tu-
losvaihtoehtoa. Bernoullin kokeen tulosvaihtoehdot voidaan koodata luvuilla 0 ja 1.
Satunnaismuuttuja ¥ noudattaa Bernoullin jakaumaa Y ~ Ber(7), kun

PY=1)==n, PY=0=1-n, (1.17)

missd 0 < 7 < 1. Bernoullin jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan Y:n odo-
tusarvo ja varianssi ovat

E(Y)=m, Var(Y) = n(1 — 7). (1.18)

1.7 Binomijakauma

Olkoon Xi, Xs..., X, riippumattomia Bernoullin jakaumaa noudattavia satunnais-
muuttujia X; ~ Ber(m). Télloin satunnaismuuttuja Y = X7 + Xo + - - - + X, noudat-
taa binomijakaumaa parametrein n ja . Satunnaismuuttuja Y :n jakaumaa merkitdén
Y ~ Bin(n,7) ja pistetodennékoisyysfunktio on muotoa

PY =y) = fy(y,m) = (n>7fy(1 -m, Yy =0,1,2,...,n. (1.19)
Yy
Binomijakaumaa noudattavan satunnaismuuttuja X:n odotusarvo ja varianssi ovat

EY)=nm, Var(Y)=nn(l-m). (1.20)

Jos Y ~ Bin(n,n), niin silloin X = n —Y noudattaa X ~ Bin(n,1 — m). Télléin sa-
tunnaismuuttujien Y ja X vélilla on tdydellinen riippuvuus — kun Y saa suuren arvon,
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X saa pienen. Satunnaismuuttujien Y ja X yhteisjakauma noudattaa kaksiulotteista
multinomijakaumaa (Y, X) ~ Mult (n, (7,1 — m)).

Binomijakauman tilanteessa suurimman uskottavuuden estimaattori 7:lle on muotoa

Y
T=—. 1.21
= (121)

Suurimman uskottavuuden estimaattorin © odotusarvo ja varianssi ovat
m(l —m)

E(7) =m, Var(7) = -

(1.22)

1.8 Multinomijakauma

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys. Multinomijakauma liittyy satunnais-
kokeisiin, joissa on useampia kuin kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa. Tois-
tettaessa téllaisia moniulotteisia riippumattomia satunnaiskokeita n kappaletta, saa-
tujen tulosten frekvenssijakauma voidaan kuvata multinomijakauman avulla. Tarkas-
tellaan tilannetta, missé satunnaiskokeella on k kappaletta toisensa poissulkevaa tu-
losvaihtoehtoa. Merkitdén tulosvaihtoehtoja luvuilla 1,2,...,k ja olkoon m; tulos-
vaihtoehdon ¢ todennékoisyys. Toistetaan k-ulotteista satunnaiskoetta n kappaletta
ja merkitdan Y;:1l14 tuloksen ¢ lukumééraé n:n kokeen sarjassa. Télloin satunnaisvek-
tori Y = (Y1,Ys,...,Y%) noudattaa k-ulotteista multinomijakaumaa parametrein n
jam = (m,m2,...,m), Y ~ Mult(n, ). Multinomijakauman pistetodennakoisyys-
funktio on muotoa

n

n ) n!

mlSS&yl-l-yQ-i-—i-yk:n, 7Tl+7TQ+"‘+7Tk:1ja (y1y2...yk :m

Multinomijakaumalle on voimassa seuraavat ominaisuudet:
Y; ~ Bin(n,m;), E(Y;) =nm, Var(y;)=nm(l—-m), Cov(Y;,Y;) = —nmmnj.
Suurimman uskottavuuden estimaattorit ovat muotoa

A= =L (1.24)

1.9 Poissonin jakauma

Toisinaan frekvenssidata ei synny ehdolla, etta jotain toistokoetta toistetaan tietyn n
kertaa. Usein on tilanteita, etta jonkin ajan tai tilan aikana vain havainnoidaan jonkin
satunnaisilmion toteutuminen y frekvenssin kerran. Poissonin jakauma sopii hyvin tal-
laisten frekvenssidatojen mallintamiseen. Satunnaismuuttuja Y noudattaa Poissonin
jakaumaa parametrilla A > 0, jos Y :n pistetodenndkéisyysfunktio on muotoa

e\
PIY =) = i) = y=012., (1.25)
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Jos Y ~ Poi()), niin silloin

E(Y)=2),  Var(Y)=A\ (1.26)



Luku 2

Ristiintaulukot

2.1 Ristiintaulukoiden merkinnat

Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia joilla kummallakin on kaksi toisensa poissulkevaa
tulosvaihtoehtoa. Jos tulosvaihtoehtoja merkitdan 0:lla ja 1:114, niin satunnaismuut-
tujien yhteistodennakoisyysjakauma voidaan esittda 2 x 2-ristiintaulukon avulla:

P(X =z;,Y =vy;): yj=
1 0 Yhteenséa
Ti= 1 m1 T2 T+
0 To1 T2 T+
Yhteensd | my1 7o 1

Ristiintaulukossa rivi- ja sarakesummat

My = M1 + T2, 7ot = W21 + W22,

T4l = M1 + M21, 742 = M2 + 722,
ovat muuttujien X ja Y marginaalijakaumia.

Ristiintaulukolla voidaan esittédé my6s ehdollisten todennékdisyyksien P(Y = y;|X =
x;) jakauma. Talloin taulukon rivit tulkitaan riippumattomiksi binomijakaumiksi pa-

rametrein 7y ja ma:

P(Y =y;|X =a;): yj=
1 0 Yhteensé
T;— 1 ™1 1-— ™1 1
0 Ty 1 —1mo 1
Yhteenséd | w11 74o 1
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Vastaavasti jos satunnaismuuttujilla X ja Y on I ja J toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa, satunnaismuuttujien X ja Y yhteistodennékoisyysjakauma voidaan esittaé
I x J-ristiintaulukon avulla:

P(X =x;,Y =y;): Yj=
1 2 J Yhteensa
Ti= 1 T T2 ... T T+
21 722 ... T2J T2+
I T T2 ... TLJ T+
Yhteensa | my1 7y ... T4J 1

Ehdollisten todennékéisyyksien P(Y = y;|X = z;) jakauma yleisemmaéssé tilanteessa
on muotoa:

P(Y:yJ\X:xz) : Yi=
1 2 J | Yhteensa
XTi— 1 T11 712 e T™1J 1
o1 T2 ... T2J 1
1 T T2 ...  TIJ 1
Yhteensd | m41 742 ... T4y 1

Toistettaessa satunnaismuuttujien X ja Y muodostamaa 2-ulotteista satunnaiskoetta
n4+ kertaa, voidaan tulosvaihtoehtojen (X = x;,Y = y;) frekvenssijakauma kuvata
ristiintaulukolla:

Freq(X =z, Y = y;) Y=
1 2 e J Yhteensi
xTi= 1 niy Mz ... N1 niy
n21 MN22 ... NaJ N2+
1 nrn nro . nrj nr+
Yhteensa | ny1 nya ... ngg Nyt

2.2 Paattelyasetelmat 2 x 2-ristiintaulukossa

Ristiintaulukoissa havaittujen frekvenssien n;; avulla tehdddn paittelyitd tuntemat-
tomista todennékoisyyksistd m;;. Riippuen koeasetelmasta ja pasttelyn tavoitteista
voidaan erotella seuraavia paéttelyasetelmia:

e Jos X on selittdvd muuttuja ja Y selitettdvd muuttuja, silloin ollaan yleen-
sé kiinnostuneita ehdollisten todennékéisyyksien P(Y = y;|X = 1) ja P(Y =
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yj|X = 0) eroavuuksista. T&ll6in 2 x 2-frekvenssitaulukon rivien oletetaan ole-
van toteutuneita arvoja riippumattomista binomijakaumista Bin(nii,m1) ja
Bin(na, mo). Mikili 2 x 2-frekvenssitaulukossa rivisummat nj4 ja ngy ovat
ennalta kiinnitettyjd, taulukon havaittujen frekvenssien tulkitaan myos olevan
toteutuneita riippumattomista binomijakaumista Bin(ni, 1) ja Bin(na4, m2).

1 0 Yhteensa
1 1 1-— ™1 1
0 Ty 1 — 1y 1
Yhteensd | m41  mwyo 1

1 0 | Yhteensa

1 niy o M2 ni+
0 ng1 N2 noy
Yhteensa | ny1  nyo Ny

Jos kumpikin X ja Y ovat selitettdvia muuttujia, silloin ollaan yleensa kiinnos-

tuneita ovatko muuttujat X ja Y riippumattomia toisistaan, eli onko voimassa

P(X :J:‘Z',Y:yj)

P(X = z;)P(Y = y;). Télloin 2 x 2-frekvenssitaulukon

havaintojen n;; oletetaan olevan toteutuneita arvoja joko multinomijakaumasta
Mult (nyy, (711, T12, T21, T22)) tai siten niin, ettd n;; ~ Poi(\;).

1 0 Yhteensa 1 0 Yhteensa
1 Tl 12 T4 1 nip o N2 ni4
0 M1 T2 Moy 0 ng1 N2 noy
Yhteensa | m41 7o 1 Yhteensa | ny1  ngeo Nyt

2.3 Kaksi riippumatonta binomijakaumaa

Oletetaan, ettd 2 x 2-frekvenssitaulukon havainnot n;; ovat toteutuneita arvoja riip-
pumattomista binomijakaumista Bin(ni4,m) ja Bin(ngy, m2). Testataan hypoteesia

H()Z

T = 9

m — w9 = 0.

P(Y =y;|X =1)=P(Y =y;|X =0)

Testattaessa hypoteesia Hy : m; — mo = 0, Waldin testisuure

T — T2

/AL —71)/nuy + 7ol — 72) /nay

(2.1)

noudattaa asymptoottisesti standardoitua normaalijakaumaa Z ~ N(0,1).
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Toisinaan erotuksen m; — o sijaan voi olla jarkeva tutkia todennakoéisyyksien i ja
w9 suhdetta. Suhteellinen riski § on suhde

§="% (2.2)

™2

ja sen estimaatti on 5= 1/ To.

2.4 Vedonlyontisuhde

Oletetaan edelleen, ettd 2 x 2-frekvenssitaulukon havainnot n;; ovat toteutuneita ar-
voja riippumattomista binomijakaumista Bin(niy, 1) ja Bin(naoy, m2). Todennakoi-
syyksistd m; ja 7o voidaan muodostaa vedonlyontikertoimet v, ja vo:

m T
= = ) 2.3
ga! 1—m V2 1— ( )
Vedonlyontikertoimien v; ja 2 suhdetta
v m/(1—m
gy 2 m/0=m) »

Y2 ma/(1—m)

kutsutaan vedonlyontisuhteeksi. Kun muuttujat X ja Y ovat riippumattomia, eli 7 =
w9, vedonlyontisuhde saa arvon # = 1. Vedonlyontisuhteen estimaatti on muotoa

/(1 —71) _ nung
fa/(1 —72)  migngr

0= 0y)x = (2.5)
Vedonlyontisuhteella on sellainen hyédyllinen ominaisuus, ettd vedonlyontisuhteen es-
timaatin arvo pysyy samana tilanteessa, missa Y :11a selitetdén X:n arvoja. Tarkastel-
laan ehdollisia todennékéisyyksia P(X = z;|Y = y;):

P(X:.%'Z’Y:yj) : yj:
1 0 Yhteensa
Ti;— 1 T T2 T4
0 1—m 1—1my Mo+
Yhteensa 1 1 1

T&ll6in vedonlyontisuhteen estimaatti saa myos arvon

/(1 —71) _ M1
fta/(1 —2)  migngr

0="0xy = (2.6)

Titen sama estimaatti 6 estimoi vedonlyéntisuhteita 0y x ja 0x|y. Tamé ominaisuus
tekee vedonlyontisuhteesta erityisen hyodyllisen parametrin tilanteissa, missd muo-
dostettu frekvenssidata kuvaa toteutuneita arvoja todennikéisyysjakauman P(X =
z;|Y = y;) tapauksessa ja silti varsinainen kiinnostuksen kohde on tutkia ehdollisen
jakauman P(Y = y;|X = x;) ominaisuuksia.
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Silloin kun molemmat muuttujat X ja Y ovat selitettévid muuttujia, vedonlyontisuhde
voidaan maéritelld suhteena
11/ 712

0= .
21/ 722

(2.7)
Estimaattina toimii edelleen 6.

Koska estimaatin 6 jakauma on hyvin vino, on hyodyllistd perustaa vedonlyontisuh-
teen paittely logaritmoituun vedonlyontisuhteeseen. Kun # = 1, niin log(f) = 0.

Logaritmoitu vedonlyontisuhteen estimaatti log(#) noudattaa asymptoottisesti nor-
maalijakaumaa parametrein

A A 1 1 1 1
E (log(0) ) = log(0 log(@)) =4/ — 4+ — 4+ — + —. 2.
(1o6(0)) =1og(0). o (108(D) =/t 4 ok (28)

Logaritmoidulle vedonlyontisuhteelle log(#) saadaan muodostettua 100(1 — a))% luot-
tamusvéli kaavalla

A 1 1 1 1

log(0)m + 240y — + — + — + —, (2.9)
niy o M2 N2r N22

missi 2, /2 on luku, jolle voimassa P(Z > z,/2) = a/2 kun Z ~ N (0, 1). Korottamalla

eksponenttiin logaritmoidun vedonlyontisuhteen luottamusvélin raja-arvot, saadaan

muodostettua luottamusvili itse vedonlyontisuhteelle 6.

Jos jokin n;; = 0, niin 6 on 0 tai co. Télléin voidaan kiyttad muunneltua estimaattia

(n11 + 0.5)(n9e + 0.5)

0=
(n12 + 0.5)(n921 + 0.5)

(2.10)

estimoimaan vedonlyéntisuhdetta 0. Logaritmoidun estimaatin 6 keskihajonta on muo-

toa
~ 1 1 1 1
log (0 ) - . 2.11
7 ( 0g(6) \/nn + 0.5 + nio2 + 0.5 + n91 + 0.5 + nga + 0.5 ( )

2.5 Riippumattomuustestit 2 x 2-ristiintaulukossa

Oletetaan, ettd muuttujat X ja Y ovat molemmat selitettdvid muuttujia, ja ettd 2 x 2-
frekvenssitaulukon havainnot n;; ovat toteutuneita arvoja joko multinomijakaumasta
Mult (n++, (71’11, T12, 721, 7T22)) tai siten niin, etta nij ~ POi()\ij).

Kun kokonaisfrekvenssisumma n4 4 on tiedossa, voidaan jokaiselle ristiintaulukon so-
lulle laskea odotetut frekvenssit

Hij = M4 Tij- (2.12)
E(nij) : Yj=
1 0 Yhteensa
x;= 1 11 p12 M1+
0 H21  flo2 o
Yhteensd | piy1 g2 P+



LUKU 2. RISTIINTAULUKOT 12

Tarkastellaan X:n ja Y:n riippumattomuutta. Testataan hypoteesia
Hy: m; = miymy kaikille ¢ ja j

Hypoteesin Hy vallitessa odotetut frekvenssit p;; ovat muotoa p;; = nqyymiymy;.
Koska m;y ja m;; ovat tuntemattomia, pitdd ne estimoida ja siten myo0s saadaan
estimoidut odotetut frekvenssit

i+ Ny NNy (2.13)

flij = Nt : =
Nyt Mgy g+
Hyj hypoteesin voimassaoloa voidaan nyt testata Pearsonin X 2-testisuureella

2 2

XQZZZM. (2.14)

i=1 j=1 Hij

Testisuure X? noudattaa Hy hypoteesin vallitessa asymptoottisesti x?-jakaumaa va-
pausastein df = 1.

Vaihtoehtoisesti Hy hypoteesin voimassaoloa voidaan testata uskottavuussuhteen avul-
la. Multinomijakauman tilanteessa uskottavuussuhde on muotoa

2 2
G?=2)" njjlog (7”) . (2.15)

i—1 j—1 Hij

Uskottavuussuhde G? noudattaa Hy hypoteesin vallitessa asymptoottisesti myds x2-
jakaumaa vapausastein df = 1.

2.6 Riippumattomuustestit [ x J-ristiintaulukossa

Tarkastellaan tilannetta, jossa satunnaismuuttujilla X ja Y on I ja J toisensa poissul-
kevaa tulosvaihtoehtoa. I x J-ristiintaulukon tilanteessa vedonlyontisuhde 6 voidaan
madritelld lukuna

Tij it j

0 = (2.16)

Tiji ity
Tilanteessa, jossa I x J-ristiintaulukko kuvaa ehdollisten todennékdisyyksien P(Y =
yj| X = x;) jakaumaa, hypoteesi

H017T1j27'r2j:---=7'([j kaikillej:I,Q,...,J
on voimassa jos ja vain jos
T 0
JTvy 1
Mg Tl 5

kaikille 4,7 = 1,2,...,Ija j, 7' = 1,2,...,J.

Pearsonin X?-testisuuren ja uskottavuussuhteen G? avulla voidaan testata yleisté
muuttujien X ja Y vilista riippumattomuutta

H(): T = T4+ T 45 kaikillei:1,2,...,I,j:1,2,...,J.
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Pearsonin X 2-testisuure ja uskottavuussuhde G? ovat I x J-ristiintaulukon tilanteessa

muotoa
L L (i — fug)? rJ s
XQZZZM, G2:222nijlog(ﬁ>, (2.17)

i=1 j=1 Hij i=1 j=1 Hij

missé estimoidut odotetut frekvenssit ovat muotoa

Nt Ny

fiij = ——2 (2.18)
Nyt

Testisuureet X? ja G2 noudattavat Hy hypoteesin vallitessa asymptoottisesti -

jakaumaa vapausastein df = (I —1)(J — 1).

Pearsonin X 2-testisuure ja uskottavuussuhde G2 testaavat siis onko muuttujien X ja
Y vililla riippuvuutta. Standardoitujen soluresiduaalien

Nij — flij
Vg (1= iy ) (1 — 74 5)
avulla voidaan tutkia minkd suuntainen muuttujien X ja Y vilinen riippuvuus on. Hy

hypoteesin ollessa voimassa, standardoitu soluresiduaali noudattaa asymptoottisesti
standardoitua normaalijakaumaa €;; ~ N(0,1).

(2.19)

€5 =

2.7 Trenditesti

Olkoon muuttujat X ja Y jarjestysasteikollisia. Talléin X:n ja Y:n tulosvaihtoehdot
1 =1,2,....1 jaj=1,2,...,J voidaan jirjestdd esimerkiksi nousevaan jérjestyk-
seen. Olkoon nyt w1 < us < --+ < uy muuttujan X tulosvaihtoehdoille ¢ = 1,2,...,1
maédriteltyjd lukuarvoja, ja vastaavasti olkoon v; < ve < --- < vy muuttujan Y tulos-
vaihtoehdoille 7 = 1,2, ..., J méariteltyja lukuarvoja. Korrelaatiokertoimen r avulla
voidaan testata onko muuttujien X ja Y vililla lineaarista riippuvuutta. Korrelaatio-
kerroin lasketaan kaavalla

LS (s — @) (v — 0)iy
= Dim1 Zj:1(uz )(v; )i ’ (2.20)

\/[25_1(%' - ﬂ)2ﬁi+] [Z;]:l(vj - @)2@3']

Ny
Nt

Nij A~ TG4
—L iy =
npy TR T ngy

missé T;; = jam; = ,sekil @ = SO0 uifiy ja v = ijl VT4

Merkitadn muuttujien X ja Y vilistd populaatiokorrelaatiokerrointa p:lla. Testataan
lineaarista riippumattomuutta, eli hypoteesia

Hy: p=0.

Testisuure

M? = (nyq —1)r? (2.21)

noudattaa Hy hypoteesin ollessa voimassa asymptoottisesti y2-jakaumaa vapausastein
df = 1.
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Lineaaristen mallien perusteita

3.1 Parametrien estimoinnista

Olkoon y1,¥2, . . . , Yn satunnaisotos normaalijakaumasta Y; ~ N (u;, 02). Lineaarisessa
mallissa oletetaan, ettd odotusarvo pu; riippuu lineaarisesti selittdavistd muuttujista

i = Bo + Bz + Paxiz + -+ - + Brain = X6, (3.1)
missa
Bo 1
B = él X; = o
i -

Tuntemattoman parametrivektorin @ suurimman uskottavuuden estimaattori saa-
daan ratkaisemalla logaritmoituun uskottavuusfunktioon liittyvé maksimointiongel-
ma

1 n
arg mgxl(ﬁ,az;yl, Y2, Yn) = AIgIAX <1Og ((27“72)7"/2) 520 (wi— X25)2> :

@ =1
(3.2)

Suurimman uskottavuuden estimaattorin 3 avulla saadaan laskettua jokaisen havain-
non ¢ odotusarvon p; suurimman uskottavuuden estimaatti:

fii = Bo + Prait + Bawiz + -+ + Brza, = x}B. (3.3)

Lineaarisessa mallissa odotusarvon estimaatteja fi; kutsutaan usein sovitearvoiksi ja
niisté kiytetdan merkintdd fi; = ;.

Odotusarvon estimaattien avulla voidaan laskea jokaiselle havainnolle residuaalit

14
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Mallin varianssiin liittyvin tuntemattoman parametrin o2 estimaattorina yleisesti
kéytetadn kaavaa

Tn—(k+1)
2

R L (3.5)

T&ama4 itse asiassa el ole parametrin ¢® suurimman uskottavuuden estimaattori, vaan

niin sanottu rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori.

Kun merkitaan
X
x— ],
X,
niin estimaattorin B kovarianssimatriisi on muotoa
Cov(B) = o2(X'X) 7!, (3.6)
ja téaten yksittdisen estimaattorin varianssi on muotoa
Var(Bj) = oV, (3.7)

miss# /7 on matriisin (X’X) ™! jines diagonaalielementti.

Estimaattorin kovarianssimatriisin estimaattori on puolestaan muotoa

Cov(B) = 6*(X'X) ", (3.8)
ja siten siis . N
Var(8;) = 6t97. (3.9)

Yksittéiselle parametrille §; saadaan muodostettua 100(1 — a)% luottamusvéliesti-
maatti vilin

(B - ta/Qa'\/ﬁv /3 + ta/26'\/ﬁ) (310)

avulla, missd ¢,/ on luku, jolle on voimassa P(t,_(r11) > ta/2) = /2, kun t,_(;41)
noudattaa Studentin ¢-jakaumaa vapausastein df =n — (k + 1).

Luottamusvéliestimaatti annetuilla x,:n arvoilla odotusarvolle u, = x,3 saadaan
puolestaan kaavan

(x;B o6/ XL (XX Tx,, %L B + ta/26\/x;(X’X)—1x*) (3.11)

avulla. Luottamusvéliennuste uudelle havainnolle ¥, saadaan taasen valilla

(308t /G20 XL (XTR) Tx), X, + by /G2 L+ (XX ) - (312)
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3.2 Mallin selitysaste

Merkitddn

n n n

SST=3 (yi—9)°  SSR=Y) (h—9)° SSE=) (yi—i)? (313)

i=1 i=1 i=1
Talloin on voimassa SST = SSR + SSE.

Tarkastellaan nyt malleja

Mo : i = Bo,
M: i = Po+ Prxin + Baxio + - - + BrTik.

Mallin M selitysaste R?(M) méiritelldin nyt suhteena

_ SSROW) . SSEM)
RA(M) = SST(M) — 1= SST (M)
. SSE(M)

3.3 Mallin devianssi

Tarkastellaan logaritmoitua uskottavuusfunktiota odotusarvojen u; suhteen. Normaa-
lijakauman tilanteessa logaritmoitu uskottavuusfunktio on muotoa

(s, 0% y) = log ((2m0®) /%) — (Z(.yz- - un?) . (3.15)
=1

202

1=

Odotusarvojen p; estimaateiksi voidaan valitaan havaitut arvot y;. Téll6in odotusar-
vojen u; estimaatteja kutsutaan kyllastetyiksi estimaateiksi

Kyllastettyjen estimaattien fi; i arvoilla logaritmoidun uskottavuusfunktion arvo su-
pistuu muotoon

iz, 0% y) = log ((2m2)*"/2) . (3.17)
Mallin
M: pi = Bo+ frzin + Paxio + -+ + Brxir = Xé,@
tilanteessa suurimman uskottavuuden estimaattien f; = X;B arvoilla logaritmoitu

uskottavuusfunktio saa arvon

Ui, 0 y) = log ((2m0?) /%) — 2%2 (Z(yi _ mﬁ) . (3.18)

i=1
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Mallin M devianssi D(M) maéritellaan kyllastettyjen estimaattien ja suurimman us-
kottavuuden estimaattien arvoilla laskettujen logaritmoitujen uskottavuusfunktion
erotuksena

D) =2 (i, 0% y) — Ui, 0% y))

=2 <log ((2#02)_”/2) — <log ((27T02)_"/2) — % <zn:(yz - ﬂz)2> ))

=1

n n )2 n 62
—9 (; <Z(yl _,&z)2>> — Zi:l(i; ,uz) — Zzoz-zl i (319)

i=1

Voidaan osoittaa, ettii devianssi D(M) noudattaa y?-jakaumaa vapausastein df =
n—(k+1). Normaalijakauman tapauksessa devianssi D (M) riippuu tuntemattomasta
parametrista o2. Taten devianssin kiyttdminen hypoteesin testaamiseen tai mallin
sopivuuden mittaamiseen ei ole normaalijakauman tilanteessa suoraan mahdollista.

Edelld madritelty devianssi on itse asiassa oikealta termiltddn skaalattu devianssi.
Normaalijakauman tilanteessa voidaan maéaritelld my0s niin sanottu ei-skaalattu de-
vianssi (engl. unscaled deviance)

Dy(M) = 0®D(M) = > (yi — 1) = ) _ €. (3.20)
i=1

=1

Ei-skaalattu devianssi D, (M) ei kuitenkaan koskaan tarkasti ottaen noudata x?2-
jakaumaa, joten on parempi kdyttdd muita otossuureita hypoteesin testaamiseen ja
mallin sopivuuden tarkasteluun.

3.4 Hypoteesin testaus

Yksittéisiin parametreihin 3; liittyvia hypoteeseja

Hy : 8 = bj,
Hy: B #b;, (3.21)
voidaan testata t-testilla
3. — b,
p= il (3.22)
G\ 137

missé testisuure ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa vapausastein df = n— (k+ 1) kun
Hj hypoteesi on tosi.

Ositetaan seuraavaksi selittaviat muuttujat ja parametrit kahteen osaan

o [ Xl _ (B
==(a) o=(5)
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Testataan hypoteeseja

Hg : ,62 = bQ,
H, : By # by. (3.23)

Testattavat hypoteesit vastaavat mallien muodossa hypoteeseja

Hy : Malli My : p; = x} 81 + X}ybs on voimassa,

H, : Malli My : p; = x5, 81 + X}935 on voimassa.

Mallien M; ja My devianssit D(M;) ja D(Msq) voidaan laskea ja samoin devianssien
erotus

AD = D(M;) — D(My). (3.24)
Hypoteeseja saadaan testattua F-testin avulla

Fo AD/dim(x2)

- DMa)/n— (k+1) (3.25)

missé testisuure F' noudattaa Hgy hypoteesin ollessa voimassa F-jakaumaa vapausas-
tein df; = dim(x2),dfe = n — (k + 1). Merkintd dim(xz) tarkoittaa vektoreiden x;o
pituutta.
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Yleistettyjen lineaaristen mallien
teoriaa

4.1 Mallin rakenne

Kaikissa yleistetyissé lineaarisissa malleissa on seuraavat kolme komponenttia.

e Satunnaiskomponentti — Madrittad mallin selitettdvin muuttujan Y ja Y:n ja-
kauman.

e Systemaattinen komponentti — Maarittad mallin selittavat muuttujat 1, zo, ..., Tk
joidenka katsotaan vaikuttavan selitettdvan muuttujan Y odotusarvon y arvoon.

e Linkkifunktio — Maarittaa sen funktion g(-) rakenteen, minka kautta muuttujan
Y odotusarvo u riippuu lineaarisesti selittavistd muuttujista x1, zo, ..., zg.

Satunnaiskomponentti identifioi yleistetyn lineaarisen mallin selitettdvin muuttujan
Y ja Y:n jakauman. Olkoon Y7, Y5,...,Y, satunnaisotos Y:n jakaumasta, eli olete-
taan, ettd jokainen Y; noudattaa muuttujan Y jakaumaa. Oletetaan myos, ettd Y;:t
ovat toisistaan riippumattomia. Yleistetyissd lineaarisissa malleissa oletetaan, etta
Y;:n jakauma kuuluu eksponentiaaliseen jakaumaperheeseen, eli ettd Y;:n tiheysfunk-
tio on muoto

Fis05) = a(0;)b(y:)e” @), (4.1)

kun satunnaismuuttujan Y; jakauma riippuu vain yhdestad tuntemattomasta paramet-
rista 0;. Termid Q(6;) kutsutaan luonnolliseksi parametriksi.

Useissa tilanteissa satunnaismuuttujalla Y; on kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa. T&lléin satunnaismuuttuja Y; on binaarinen muuttuja ja tulosvaihtoehdot
voidaan koodata 0:lla ja 1:114. Yleisemmin Y; voi olla satunnaismuuttuja, mika ku-
vaa binaarisen satunnaismuuttujan 1:s tulosvaihtoehtojen (onnistumisten) lukumééa-
raa tilanteessa, missé havainnoidaan binaarisen satunnaismuuttujan toteutunut arvo
n kertaa. Kummassakin tilanteessa oletetaan, ettd Y;:t noudattavat binomijakaumaa.

19
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Toisinaan selitettdvd muuttuja voi saada positiivisia lukumaaraarvoja. Esimerkiksi
ristiintaulukoissa solufrekvenssit ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja. Kun selitettéavan
muuttujan Y; tulosvaihtoehdot ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, voidaan olettaa,
ettd Y;:t noudattavat Poissonin jakaumaa.

Mikali selitettdva muuttuja voidaan méaritella suhde- tai intervalliasteikolliseksi muut-
tujaksi, voidaan olettaa, ettd Y;:t noudattavat normaalijakaumaa.

Yleistetyssa lineaarisessa mallissa mallinnetaan selitettdvian muuttujan Y odotusar-
vosta E(Y) = p riippuvan linkkifunktion g(u) arvoa selittdvien muuttujien x1, xo, . . ., g
avulla lineaarisen yhtéalon

g(p) =n=Bo+ Brx1 + Baxa + -+ - + By (4.2)

kautta. Linkkifunktio g(p) yhdistaa selittdviat muuttujat a1, o, ..., (Systemaatti-
sen komponentin) selitettdvin muuttujan Y arvoihin (satunnaiskomponenttiin).

Yksinkertaisin linkkifunktio on identtilinkki g(p) = p. Télloin satunnaismuuttujan
Y; odotusarvon p; odotetaan olevan lineaarisesti riippuvainen selittdvien muuttujien
1,9, ...,TE arvoista

pi =ni = Bo + bz + Boio + -+ - + Bk (4.3)

Tavallisen lineaarisen regressiomallin tilanteessa oletetaan nimenomaan, ettd normaa-
listi jakautuneen Y;:n odotusarvo p; riippuu identtilinkin kautta lineaarisesti selitta-
vistd muuttujista.

Toisenlaiset linkkifunktiot mahdollistavat odotusarvon g olevan epélineaarisesti riip-
puvainen selittavistd muuttujista xi,xs9,...,rr. Hyddyllinen linkkifunktio on log-
linkki g(p) = log(p) miké sopii tilanteisiin, missid odotusarvo p ei voi olla negatii-
vinen kuten frekvenssidatan tilanteessa. Yleistettyd lineaarista mallia kutsutaan log-
lineaariseksi malliksi, mikéali linkkifunktio on log-linkki muotoa. Log-lineaarinen malli
on muotoa

log(pi) = ni = Bo + Brxin + Pazio + -+ + Brik. (4.4)

Jos odotusarvo on vililla 0 < p < 1, kuten todennékoisyyksien tilanteessa, kiyttokel-
poinen linkkifunktio on logit-linkki

I
=1 — . 4.5
o) = 1oz () (15
Yleistettyéd lineaarista mallia kutsutaan logistiseksi regressiomalliksi, mikéli linkki-
funktio on logit-linkki muotoa. Logistinen regressiomalli on muotoa

log (1 fzﬂ) =1 = Po+ brwa + Patiz + - - - + Bk (4.6)
(2

Jos satunnaismuuttujan Y; jakauman ainoa tuntematon parametri on sen odotusarvo
Wi, ja jos satunnaismuuttuja Y; kuuluu eksponentiaaliseen jakaumaperheeseen, niin
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funktio Q(1;) on satunnaismuuttujan Y; luonnollinen parametri. Linkkifunktiota g(u;)
kutsutaan kanooniseksi linkiksi, mikali linkkifunktio on muotoa

g(pi) = Q(pa). (4.7)

Kéaytannossa usein linkkifunktioksi g(p;) valitaan satunnaismuuttujan Y; kanooninen
linkkifunktio Q(u;).

4.2 Hypoteesin testaus yleistetyssa lineaarisessa mallissa

Oletetaan, ettd selitettdvan muuttujan Y jakauma kuuluu eksponentiaaliseen jakau-
maperheeseen tuntemattomana parametrina Y:n odotusarvo u, ja ettd mallin link-
kifunktio g(u) on kanooninen linkkifunktio g(u) = n = Q(u). Oletetaan lisdksi, ettd
kanooniselle linkkifunktiolle on olemassa kinteisfunktio u = g~*(), missi

n = Po+ Biw1 + Bawa + - + By (4.8)

T4lloin havaittuun satunnaisotokseen y = (y1, 92, . .. yn)" perustuva logaritmoitu us-
kottavuusfunktio on muotoa

n

1(B,y) =) [log(a(g™" (m:))) + log(b(ys)) + yimi] , (4.9)
i=1
missd 3 = (Bo, B1, - .., Pr). Logaritmoidun uskottavuusfunktion avulla parametreille

3 voidaan laskea suurimman uskottavuuden estimaatit B Yleenséa estimaateille ,é ei
16ydy suljetun muodon ratkaisua ja siten estimaattien arvot joudutaan numeerisesti
ratkaisemaan kayttadmaélla esim. Newton-Raphson algoritmia.

Yleistetyssa lineaarisessa mallissa suurimman uskottavuuden estimaatit B noudatta-
vat asymptoottisesti normaalijakaumaa. Esimerkiksi testattaessa hypoteesia

H() : /Bj = bj,
Ha . ﬁj 75 bj, (410)
Waldin testisuure
3. — b,
Z:@ — (4.11)
&5,(55)

noudattaa asymptoottisesti standardoitua normaalijakaumaa Hy hypoteesin ollessa
voimassa.

Vastaavasti uskottavuussuhde
L(b;
A= —2log [ H0Y) (4.12)

noudattaa asymptoottisesti x?-jakaumaa vapausastein df = 1 kun Hy hypoteesi on
voimassa.
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4.3 Mallin devianssi

Merkitadn satunnaisotoksen Y7, Ys, ..., Y, toteutuneita arvoja satunnaisvektorilla y =
(y1,Y2, - - .,Yn) ja satunnaisotoksen odotusarvoja vektorilla g = (pu1, pio, . .., fin). Us-
kottavuusfunktio L voidaan kirjoittaa odotusarvovektorin g funktiona L(u,y). Jos
nyt odotusarvovektorin p estimaattina kdytetdan toteutuneita arvoja y, eli figc =y,
saadaan téydelliset sovitearvot tarkasteltavan datan tilanteessa. Estimaatteja fiqc =y
kutsutaan kyllastetyksi estimaateiksi. Kyllastetyt estimaatit eivit ole kdytanndssa
hyodyllinen, koska ne ei tiivista informaatiota mitenkééan alkuperaisista toteutuneista
havainnoista. Merkitdan kylldstettyjen estimaattien tilanteessa uskottavuusfunktiota

Tarkastellaan yleistettya lineaarista mallia

M: 9(ps) = mi = Bo + Przi1 + Paxia + - - - + BrTik,

missd parametrit 8g, 51, ..., 8; estimoidaan suurimman uskottavuuden menetelméll.
Odotusarvojen estimaatit fi; saadaan mallin M tilanteessa linkkifunktion g kd&nteis-

funktion g~! avulla. Merkit#in mallin M tilanteessa uskottavuusfunktiota L(f, y):114.
Yleistettyjen lineaaristen mallien devianssi maéritelladn uskottavuussuhteena
Lp,y) - R
D(M) = —2log ( =2((fax,y) = U1, y)) - (4.13
Lifigey) ) ~ 2 ey) = HB-) ’

Tarkastellaan seuraavaksi kahta hierarkista mallia Mg ja M;:
M g(pi) = mi = Bo + Brzi1 + Pazia + -+ - + BpTip,
Ma : g(pi) = ni = Bo + Brzi1 + Powiz + -+ - + Bk,
misséd p < k. Talloin mallien M; ja Ms devianssien erotus
D(My) — D(My) (4.14)

noudattaa asymptoottisesti x2-jakaumaa vapausastein df = k — p. Devianssien erotus
saa suuria arvoja tilanteessa, jossa malli M; sopii aineistoon huonommin verrattuna
malliin My. Devianssien erotuksella voidaan siis vertailla mallien M; ja Ms sopivuutta
dataan.

4.4 Yleistetty lineaarinen malli binaaridatan tilanteessa

Oletetaan, etté selitettdva muuttuja Y on binaarinen ja noudattaa Bernoullin jakau-
maa parametrilla 7, Y ~ Ber(m), eli P(Y = 1) = 7 ja P(Y = 0) = 1 — «. Télloin
Y :n odotusarvo p = 7.

Ajatellaan, ettd todenndkdisyys 7 riippuu jostain selittdvistd muuttujasta z. Jos m:n
ja x:n vélinen riippuvuus havainnon 7 tilanteessa noudattaa lineaarista yhtaloa

F(:UZ) = B() + ﬁll’i, (415)
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niin mallia kutsutaan lineaariseksi todenndkéisyysmalliksi. Lineaarinen todenn&koi-
syysmalli on yleistetty lineaarinen malli, missd satunnaiskomponentti on binomija-
kautunut (Ber(w) = Bin(1,7)) ja linkkifunktio g(yu;) on identtilinkki.

Lineaarisen todennékoisyysmalli ongelma on se, ettd sovitemalli saattaa antaa isoilla
tai pienilld :n arvoilla todennékéisyyden sovitearvoiksi 7(x) arvoja, jotka eivit kuulu
valille (0,1). Tédten lineaarinen todennékoisyysmalli saattaa olla kiyttokelpoinen vain
tietyilla x:n arvoilla.

Logistinen regressiomalli on erittdin kdyttokelpoinen malli kun oletetaan, ettd Ber-
noullin jakaumaa noudattavan selitettdvan muuttujan Y tulosvaihtoehdon 1 toden-
nakoisyys m(z) riippuu epélineaarisesti selittavin muuttujan x arvoista. Logistisessa
regressiomallissa 7:n ja z:n valinen riippuvuus havainnon ¢ tilanteessa noudattaa yh-
taloa

ePot+Bizi

= T (4.16)

(i)
Logistisen regressiomallin tilanteessa vedonlyontikerroin v(z;) on muotoa

W(xl) — 6ﬁ0+61wi7 (417)

V(i) = m

ja téten logaritmoitu vedonlyontikerroin noudattaa lineaarista yhtéaloa

m(z;)

log(y(z;)) = log (1_7T($1)

> = logit(r(x;)) = Bo + Brz;. (4.18)
Logistinen regressiomalli on yleistetty lineaarinen malli, misséd satunnaiskomponentti
on binomijakautunut ja linkkifunktio g(u;) on logit-linkki. Logit-linkki on binomi-
jakauman tilanteessa kanooninen linkkifunktio. Logistista regressiomallia kutsutaan
myo0s logit malliksi. Alla olevassa kuvassa on esitetty miltd 7:n ja z:n vélinen riippu-
vuus nayttdd logistisen regressiomallin tilanteessa kun parametri 81 > 0 ja 81 < 0.
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4.5 Mallintaminen 2 x 2-ristiintaulukossa

Tarkastellaan seuraavaa muuttujien X ja Y vilistd 2 x 2-ristiintaulukkoa:

yj =
1 0 Yhteensa
xT; = 1 ™1 1—n 1 1
0 T 1-— T2 1
Yhteensd | 711 Ty 1

Oletetaan nyt, ettd Y noudattaa Bernoullin jakaumaa Y ~ Ber(m(z)), missé toden-
nékoisyys m(x) riippuu X:n havaitusta arvosta x. Mikéli todenndkdisyys 7 riippuu
havaitusta arvosta x; lineaarisen todennéakoisyysmallin mukaan

m(zi) = Bo + Bz, (4.19)
niin silloin
pr=m(x; =1) —m(x; = 0). (4.20)

Mikali taas logistisessa regressiomalli kuvaa 7:n ja z:n vilista riippuvuutta, niin silloin

B1 = logit[r(x; = 1)] — logit[r(z; = 0)] = log <17—T(71rzl)> — log <1i(7?20)>

_ m(1)/1 — (1)
o=l 20

Logistisen regressiomallin tilanteessa siis parametri $; on logaritmoitu vedonlyonti-

suhde log(#).

4.6 Yleistetty lineaarinen malli frekvenssidatan tilantees-
sa

Oletetaan, etta selitettdva muuttuja Y saa ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja ja nou-
dattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A, Y ~ Poi()). Télléin Y:n odotusarvo ja
varianssi ovat u = \ ja 02 = \.

Poissonin jakaumaa noudattavan selitettdvin muuttujan Y odotusarvoa p voidaan
mallintaa yleistetylld lineaarisella mallilla, missé linkkifunktio on identtilinkki. T&ll6in
odotusarvon g ja selittdvin muuttujan = vélinen riippuvuus havainnon ¢ tilanteessa
noudattaa Poissonin lineaarista regressiomallia

i = Bo + Brx;. (4.22)
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Useimmin Poissonin jakauman tilanteessa kuitenkin mallinnetaan logaritmoitua odo-
tusarvoa log(u). Poissonin log-lineaarinen malli on yleistetty lineaarinen malli, missé
siis linkkifunktio on log-linkki:

log(ui) = Bo + Pr;. (4.23)

Poissonin log-lineaarisen mallin tilanteessa havainnon i odotusarvo pu; riippuu epéli-
neaarisesti selittavasta muuttujasta x;:

pi = ePothrei — ofo (6B1>xi : (4.24)

Poissonin log-lineaariselle mallille tyypillinen ongelma on se, ettd datassa selitettévan
muuttujan varianssi on suurempi verrattuna mallin antamaan varianssiin. Poissonin
jakauman tilanteessa odotusarvon ja varianssin pitéisi olla yhta suuret. Usein kuiten-
kin kiiytdnnon aineistoissa selitettdvan muuttujan varianssi on suurempi kuin mitéa
Poissonin log-lineaarinen mallin mukaan varianssin pitéisi olla annetulla selittdvan
muuttujan x; arvolla. Tallaista ilmiotd kutsutaan ylihajonnaksi.

4.7 Poissonin log-lineaarinen malli [ x J-ristiintaulukossa

Poissonin log-lineaarista mallia voidaan kayttdd mallintamaan ristiintaulukon solu-
frekvensseja. Olkoon Y;;:t I x J-ristiintaulukon solufrekvenssejé, jotka noudattavat
Poissonin jakaumaa Y;; ~ Poi(ui;). Oletetaan, ettd ristiintaulukon rivi-ja sarake-
muuttujat ovat riippumattomia, eli solutodennakdoisyyksille on voimassa

Ti5 = Ti4+T45- (425)
Télloin odotetut frekvenssit p;; ovat muotoa
Wij = N4 Tij = Ny T Ty, (4.26)

ja siten logaritmoidut odotusarvot muotoa

log(pij) = log(n+) + log(mit) + log(my;)
=a+ B + ;. (4.27)

Eli jos ristiintaulukon rivi-ja sarakemuuttujat ovat riippumattomia, log-lineaarisessa
mallissa on rivi-ja sarakemuuttujien padvaikutukset muttei niiden yhdysvaikutuksia.
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Logistinen regressio

5.1 Mallin perusteet

Logistinen regressiomalli on térkein binaarisen selitettdvan muuttujan malli. Olkoon
Y Bernoullin jakaumaa noudattava selitettdva muuttuja ja olkoon X selittédvi muut-
tuja. Merkitdan

n(z) = P(Y = 1|X = z). (5.1)

Logistisessa regressiomallissa oletetaan, ettéa

ebotpiz

- 1 + ePotbrz’ (5'2>

()

eli, etta logaritmoitu vedonlyonti kerroin «y(x) on lineaarisesti riippuvainen selittavistéa
muuttujasta X:

B m(x) L B
log(y(z)) = log (1 — 7T(3:)> = logit(m(x)) = Bo + Prz. (5.3)

Jos selittdvia muuttujia on useita X = (X1, Xo,..., Xg) ja
m(x) = P(Y = 1|X = x), (5.4)

niin silloin logistinen regressiomalli on muotoa

(%)

g(m(x)) = log (1 — W(X)> = logit(m(x)) = Bo + Srx1 + Powa + -+ - + Brag.  (5.5)

Logistinen regressiomalli on yleistetty lineaarinen malli, missé linkkifunktio g on logit-
linkki.

Tarkastellaan logistista regressiomallia

log (%) = logit(m(x)) = Bo + Pi. (5.6)

26
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Jos f1 > 0, niin 7(x) kasvaa kun z kasvaa. Jos f; = 0, niin todennakoisyys 7(x) ei
riipu selittavistd muuttujasta ja siten Y on riippumaton X :sta.

Tarkastellaan logistisen regressiomallin arvoja X:n arvoilla X = x ja X = z 4+ 1.
Télloin logaritmoitu vedonlyontisuhde 6, 1|, on muotoa

w(z+1)

T—n(z+1) m(x + 1) m(x)
I =1 T ] =1 A S A R | _ B\
08(0a+1j2) =108 | —5 o8 (1 —r@+1) B\l -r(@)
1—7(x+1)
= Bo+ Pz +1) = (Bo + Bi(x)) = B, (5.7)
ja siten 0,4, = ePr ja é$+1|z s
Tarkastellaan logistisen regressiomallin tilanteessa hypoteesia
HO : ,81 =0. (58)
Talloin Waldin testisuure
Z = AL} (5.9)
&(B1)

noudattaa asymptoottisesti standardoitua normaalijakaumaa Hy hypoteesin ollessa
voimassa.

Hjy hypoteesi voidaan testata myOs devianssien avulla. Tarkastellaan malleja My ja
Mli

Mo : log (ﬂaj)) = logit((z)) = S,

1 —7m(x)
My : log (%) = logit(n(x)) = Bo + Srz.

Talloin mallien Mg ja My devianssien erotus
D(My) — D(M,) (5.10)

noudattaa asymptoottisesti y2-jakaumaa vapausastein df = 1 kun Hy hypoteesi on
voimassa.

Waldin testisuureen avulla voidaan muodostaa parametrille £; 100(1 — «)% asymp-
toottinen luottamusvéli kiyttden kaavaa

BL £ 2026 (B1), (5.11)
missd P(Z > 2,/2) = /2 kun Z ~ N(0,1).

Todennékéisyydelle 7(z) voidaan luoda luottamusestimaatti logistisen regressiomallin
kautta. Logit-linkin suurimman uskottavuuden estimaatti on muotoa

logit(#(z)) = Bo + fiz, (5.12)
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ja estimoidun logit-linkin varianssi on muotoa

o2 (logit(#(z))) = Var (logit(#(z))) = Var (BO + le>
= Var(Bo) 4 =2 Var(31) + 2z Cov(fo, f1). (5.13)

Estimoidun logit-linkin estimoitu varianssi 62 (logit(#(z))) saadaan sitten laskettua
korvaamalla varianssin kaavassa tuntemattomat varianssit ja kovarianssit niiden esti-
maateilla. Estimoidun varianssin avulla voidaan logit-linkille muodostaa 100(1 — «)%
asymptoottinen luottamusvéli kiyttden kaavaa

Bo+ B + 2026 (logit(#())) (5.14)

Téten todennékoisyydelle 7(z) voidaan muodostaa luottamusviliestimaatti laskemal-
la logit-linkin kédnteisfunktion arvot logit-linkin luottamusvéliestimaatin paétepistei-
den arvoilla

oPo+Bi1z—20/26 (logit(# (x))) ePo+Bia+za/26 (logit(# ()
(5.15)

1 + PotBra—za 26 (logit(#(@)) " | | oBotBia+za26(logit(#(x))

5.2 Mallin arvioiminen

Tarkastellaan seuraavaksi kahta hierarkista logistista regressiomallia M; ja Ma:

My : log (%) = logit(m(x;)) = Bo + Bixin + Pazxiz + - - + BpZip,
Ms - log <1i(ﬂ_xg})()) = logit(m(x;)) = Bo + Prxi1 + Bazia + -+ - + PrZik,

misséd p < k. Talloin mallien M; ja Ms devianssien erotus
D(My) — D(My) (5.16)

noudattaa asymptoottisesti y2-jakaumaa vapausastein df = k — p mikili mallin M;
osalta tietyt jakaumaoletukset ovat kunnossa (n;(x;) riittdvan suuri). Devianssien
erotus saa suuria arvoja tilanteessa, jossa malli M, sopii aineistoon huonommin ver-
rattuna malliin Ms. Devianssien erotuksella voidaan siis vertailla mallien M; ja Mo
sopivuutta dataan.

Yksittaisen mallin M riittdvyytta verrattuna kyllastettyyn malliin X voidaan testata
devianssilla D(M;), mikili jokaisella x; arvolla n;(x;) > 5. T4lloin devianssi D(M;)
noudattaa asymptoottisesti y?-jakaumaa vapausastein df = N; — p, missd Nj on eri
x; vektoreiden lukuméaéara.

Vaihtoehtoinen tapa tarkastella mallien M; ja My paremmuutta on laskea malleista
Akaikenin informaatio kriteerit AIC":

AIC(My) = —2[log(Lay, (B)) — p, (5.17)
AIC(My) = —2[log (Lo, (B)) — K] (5.18)



LUKU 5. LOGISTINEN REGRESSIO 29

Malli, milla on pienempi AIC' arvo, on Akaikenin informaatio kriteerin mukaan pa-
rempi.

Malleista M; ja Mo voidaan laskea myo6s lineaarisen mallin selitysastetta vastaava

Naglekerken arvo:

1 — (DM1)=DMo))/n+
1 — e=DMo)/n++ ’

1 — e(DM2)—DMo))/n++
1 — e~ DMo)/n44 ’

R*(My) =

(5.19)

R?(My) = (5.20)

missd D(Mp) on devianssi mallista

Mp : log (%) = logit(7(x;)) = Po.

Naglekerken selitysaste saa arvoja vililtd 0 < R? < 1.

5.3 Residuaalit logistisessa regressiomallissa

Olkoon 7(x;) logistisen regressiomallin antama sovite todennédkoisyydelle m(x;) selit-
tévien muuttujien x; arvoilla. Jos x; arvoilla on toistettu Bernoullin koetta n;(x;)
kertaa, niin Pearsonin residuaali méaritelladn suhteena

Yi(xi) — ni(xi) (%)

e = , (5.21)
Vni(xi) T (xi) (1 — 7 (%))
missé y;(x;) on onnistumisten lukumééra arvoilla x;.
Standardoitu residuaali on puolestaan mééritelty suhteena
ry = Yi(xi) — ni(xi) 7 (%) ’ (5.92)
Vi) (a) (1 — 7)) (1~ hi(x2))
missa ﬁl(xz) on selittdvien muuttujien arvoista riippuva leverage arvo.
Logistisesta regressiomallista voidaan laskea myds devianssiresiduaalit
di = \/qi x sign(y;(x;) — ni(x;:)7(x5)), (5.23)

missé,

a0 =2 (s 10 (205 s — ) tog (- 2 =) ) )

ni (%) 7 (%) ni(x;) — (%) 7 (%)

Muodostamalla pisteparvikuvioita residuaaleista ja selittévistd muuttujista tai logit(7(x;))
sovitearvoista, voidaan kuvien avulla yrittda 10ytdd mahdollisia syitd miksei malli
mahdollisesti sovi tarpeeksi hyvin dataan. Kun n;(x;) = 1 residuaalien kdyttokelpoi-
suus on kuitenkin hyvin rajallinen.
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5.4 Luokitteluasteikolliset selittavat muuttujat

Olkoon Y Bernoullin jakaumaa noudattava selitettédvd muuttuja ja olkoon X7 ja Xo
binaarisia selittdvid muuttujia, jotka siten voivat saada kaksi toisensa poissulkevaa
tulosvaihtoehtoa. Téssé tilanteessa satunnaisotoksen Yi, Ys,...,Y, tulokset voidaan
siten esittdd 2 x 2 x 2-ristiintaulukon avulla, missé todennékoisyyksilla on voimassa
ristiintaulukko

Yk =
1 0 Yhteensa
rn= 1 xj= 1 m(1,1) 1-—=(1,1) 1
0 7(1,0) 1-—=(1,0) 1
= 0 zj= 1 7(0,1) 1-—=(0,1) 1
0 7(0,0) 1—7(0,0) 1
Yhteensd | w441 Ti42 1

Mallinnetaan todennékoisyyttd P(Y = 1|X1 = z1, Xo = x9) = 7w(x1,x2) logistisella
regressiomallilla

logit(ﬂ'(x)) = Bo + B1iz1 + Boxo. (524)

Mallia kutsutaan paavaikutusmalliksi. Muuttujat x1 ja xo ovat indikaattorimuuttujia,
jotka voivat saada arvoja 0 tai 1.

Jos logistiseen regressiomalliin lisdtddn muuttujien 1 ja xo yhteisvaikutus, on malli
muotoa

logit(7m(x)) = fo + P11 + Baxa + f3z122. (5.25)

Y14 olevien mallien avulla voidaan tutkia, ettd selittdvatko kummatkin muuttujat
X1 ja Xo selitettdvan muuttujan Y arvoja, ja onko muuttujilla X; ja Xs liséksi viela
yvhdysvaikutusta muuttujan Y arvoihin.

Mikéli muuttujilla X7 ja Xs olisi I ja J eri toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa,
voidaan padvaikutusmalli kuvata parametrein

logit(m(x)) = Bo + B + B;*, (5.26)

misséd tuntemattomia parametreja 3; on I — 1 kappaletta ja parametreja §; J — 1
kappaletta. Eli 8;" tarkoittaa samaa kuin

Bt = Bz + Brawiz + -+ Brg—1)Tir—1); (5.27)

missd 211,212, .., T1(7—1) ovat kaikki indikaattorimuuttujia saaden arvoja 0 tai 1
riippuen muuttujan X; tulosvaihtoehdon toteutumisesta.
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5.5 Moniluokkaiset logit mallit

Logistisen regressiomallin tilanteessa olettiin, etté selitettdvd muuttuja ¥ on binaa-
rinen Bernoullin jakaumaa Y ~ Ber(m) noudattava satunnaismuuttuja, missé logit-
linkkifunktio riippuu selittdvastd muuttujasta X lineaarisesti

log <1i(::()$)> = logit(m(z)) = Bo + S1. (5.28)

Moniluokkaiset logit mallit ovat logistisen regressiomallin yleistyksia tilanteeseen, mis-
sé selitettavilla muuttujalla Y on J toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa. Merkitdan
tulosvaihtoehtojen J todennédkéisyyksia vektorilla

TFZ(7T1,7T2,...,7TJ). (5.29)

Moniluokkaisissa logit malleissa valitaan jokin todennékoéisyyksista 71, o, ..., 7y ver-
tailukohdaksi, esim. todennékéisyys 7, ja sen jilkeen mallinnetaan logaritmoituja
vedonlyontikertoimia

log (WJ) . j=23,...,J (5.30)

Moniluokkaisissa logit malleissa logaritmoidut vedonlyontikertoimet riippuvat sitten
lineaarisesti selittavastd muuttujasta X:

Téten moniluokkaisten logit mallien tilanteessa todenndkéisyydet m; ovat muotoa
eaj—l—ﬁjx

T = . 5.32
NS T .

5.6 Kumulatiiviset logit mallit

Jos selitettavd muuttuja Y on jarjestysasteikollinen muuttuja, voidaan luokkien J
luonnollinen jérjestys ottaa mukaan analyysiin mallintamalla kumulatiivisia todenn&-
koisyyksia logit malleilla. Kumulatiiviset todennékoéisyydet méaritelladn seuraavasti:

PY < jlz)=m +m2+ -+ 7, j=1,...,J. (5.33)

Yksi mahdollinen tapa mallintaa kumulatiivisia todennakoisyyksia on kayttda suh-
teellisten vedonlyontikertoimien kumulatiivista logit mallia

PY <j

Suhteellisten vedonlyontikertoimien kumulatiivisessa logit mallissa parametri S on
sama jokaisessa J — 1 yhtalossa.



Luku 6

Poissonin log-lineaarinen malli

6.1 Log-lineaariset mallit kaksiulotteisissa ristiintaulukois-
sa

Poissonin log-lineaarisella mallilla voidaan mallintaa frekvenssityyppistd dataa. Si-
ten Poissonin log-lineaarisia malleja voidaan kiyttda mallintamaan ristiintaulukoiden
solufrekvensseja.

Olkoon satunnaismuuttujilla X ja Y I ja J toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa.
Satunnaismuuttujien X ja Y yhteistodennékdisyysjakauma voidaan esittdda I x J-
ristiintaulukon avulla:

P(X =z;,Y =vy;): yj=
1 2 J Yhteensa
T;= 1 T T2 ... TLJ T+
21 722 ... T2J T2+
I T T2 ... TLJ T+
Yhteensd | my1 7wyo ... Tg 1

Toistettaessa satunnaismuuttujien X ja Y muodostamaa 2-ulotteista satunnaiskoetta
nyy kertaa, voidaan tulosvaihtoehtojen (X = z;,Y = y;) frekvenssijakauma kuvata
ristiintaulukolla:

Freq(X = Ty, Y = yj) : yj:
1 2 . J Yhteensa
Ti= 1 niy Mz ... N1 niy
n21  MN22 ... NaJ N2+
1 nrn nro Ce nry nr+
Yhteensd | ny1 nys ... ngg Nyt

32
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Havaittuja solufrekvensseja n;; voidaan sitten verrata odotettuihin solufrekvensseihin
Hij = Mg T35

E(ng;j) : Yj=
1 2 ... J Yhteensa
Ti= 1 p1r o p12 ... H1g pi+
Ho1  H22 ... Ua2g M2+
! pri prz -o. prg o
Yhteensa | 41 py2 .. pigg 1

Tarkastellaan muuttujien X :n ja Y:n vélista riippuvuutta. Testataan hypoteesia, etta
X ja 'Y ovat riippumattomia:

HO Ty = T4 T 5 kaikille ¢ ja j (61)
Hj hypoteesin vallitessa frekvenssien n;; odotetut frekvenssit p;; ovat muotoa

[hij = Mg T T (6.2)

Téten ottamalla odotetuista frekvensseistd f1;; logaritmit, saadaan

log(pi;) = log(n+) + log(miy) + log(m;)
= Bo+ By + 5. (6.3)

Y1la olevassa yhtélosséd = ja y ovat yldindekseja, eivat potenssiin korotuksia.

Mikali nyt oletetaan, ettd solufrekvenssit n;; noudattavat Poissonin jakaumaa n;; ~
Poi(pij) ja odotetuille frekvensseille on voimassa log-linkkifunktio

niin mallia kutsutaan Poissonin log-lineaariseksi péavaikutusmalliksi. Paavaikutus-
malli liittyy hypoteesiin, ettd muuttujat X ja Y ovat riippumattomia. Hypoteesi hy-
vaksytaan, mikali paavaikutusmallin katsotaan sopivan aineistoon riittédvan hyvin.

Mallin sopivuutta dataan voidaan testata Pearsonin X 2-testisuureen ja uskottavuus-
suhteen G2 avulla. Olkoon fi;; log-lineaarisen mallin antamat estimaatit odotetuille
frekvensseille. T#lloin Pearsonin X 2-testisuure ja uskottavuussuhde G2 ovat I x J-
ristiintaulukon tilanteessa muotoa

) (6.4

I J

I I DN
i=1 j=1 Hi i=1 j=1

Uskottavuussuhde G? vastaa tarkasteltavan mallin M devianssia D(M). Pearsonin

X?2-testisuure ja uskottavuussuhde G? noudattavat asymptoottisesti y>-jakaumaa. y>-

jakauman vapausasteet ovat ristiintaulukon solujen lukuméara miinus log-lineaarisen

mallin parametrien lukumaéra.
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Mikali X:n ja Y:n valilld on riippuvuutta, log-lineaarinen malli on muotoa
M(XY):  log(uij) = o+ B + B} + B

Mallia M(XY') kutsutaan log-lineaariseksi yhdysvaikutusmalliksi. Parametrit 5ij ovat
yvhdysvaikutustermejé, jotka kuvaavat mallin poikkeavuutta paavaikutusmallista. Yh-
dysvaikutusmallissa M(XY') on itse asiassa yhtéd paljon parametreja kuin havaintoja
n;j, joten yhdysvaikutusmalli on kylldstetty malli, miké sopii tdydellisesti aineistoon.

Tarkasteltaessa onko muuttujien X:n ja Y:n vililla on riippuvuutta, tarkastellaan siis
sopiiko padvaikutusmalli M(X,Y") riittdvan hyvin aineistoon vai tarvitseeko ristiin-
taulukko mallintaa yhdysvaikutusmallin M(XY") avulla.

6.2 Log-lineaarinen malli ja logistinen regressio

Log-lineaarisessa mallissa ajatellaan, ettd kumpikin muuttujista X ja Y ovat selitet-
tavid muuttujia, joiden riippuvuutta tarkastellaan. Mikédli X:n katsotaan selittdvin
Y:n arvoja ja Y:ll4 on kaksi eri tulosvaihtoehtoa, niin I x 2-ristiintaulukon voidaan
ajatella kuvaavan Y:n ehdollista todennakéisyysjakaumaa eri X:n arvoilla.

Mallinnetaan I x 2-ristiintaulukon tilanteessa X:n ja Y:n vilista riippuvuutta Pois-
sonin log-lineaarisella paavaikutusmallilla

M(X,Y):  log(uiy) = Bo+ BE + BY.
Talloin
log (Z;) = Bo+ B + B — Bo — B7 — B3
= 6] — B3. (6.5)
Koska

T, i1
1 —— ] =1 — .
Og<1—7fxi> o8 (lm) (66)

ja a = BY — BY ei riipu x:sté, niin log-lineaarinen péévaikutusmalli M(X,Y) vastaa
logistista regressiomallia

Mo : log <%> = logit(m(x;)) = Po.

Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd log-lineaarinen yhdysvaikutusmalli M(XY") vastaan
I x 2-ristiintaulukon tilanteessa logistista regressiomallia

M : log (%) = logit(m(x;)) = Bo + 5.
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6.3 Log-lineaariset mallit kolmeulotteisissa ristiintaulukois-
sa

Olkoon X,Z ja Y jarjestys- tai luokitteluasteikkollisia muuttujia, joilla on I, J ja K
toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa. Merkitdan todennakoisyyksilla

P(X =, 7 = 2;,Y = yp) = Tijk (6.7)

satunnaismuuttujien X, Z ja Y yhteistodennékéisyysjakaumaa. Olkoon n;j, solufre-
kvenssit muuttujien X,7Z ja Y muodostamassa I x J x K-ristiintaulukossa, missa
kolmeulotteista satunnaiskoetta on toistettu n, 4 kertaa.

Oletetaan, etté solufrekvenssit n;j; noudattavat Poissonin jakaumaa n;;, ~ Poi(pijk)
ja mallinnetaan odotettuja frekvensseja pi;;, Poissonin log-lineaarisella mallilla.

Tarkastellaan ensiksi tilannetta, ettd muuttujat X, Z ja Y ovat keskendén riippumat-
tomia. Eli testataan hypoteesia:

Hy : Tijk = Tit4+T4j+ T4k kaikille 7, j ja k. (68)
Hj hypoteesin vallitessa frekvenssien n;j;, odotetut frekvenssit y;;, ovat muotoa
Wijle = Mt T T T (6.9)

Téten ottamalla odotetuista frekvensseistd p;;r logaritmit, saadaan muodostettua
Poissonin log-lineaarinen paéavaikutusmalli

MX,Z2,Y):  log(pijk) = log(nqt+) + log(mit) +log(myjt) + log (i)
= Bo + B + B + By.

Mikali muuttujien X, Z ja Y wvalillda on jokaisen muuttujan suhteen riippuvuutta,
voidaan muuttujien vélistd riippuvuutta mallintaa Poissonin log-lineaarisella yhdys-
vaikutusmallilla

M(XZY):  log(pijr) = Bo+ By + B; + Bl + Biy + Biy + Bjil + Bijy. -
Padvaikutusmallin M(X, Z,Y) ja yhdysvaikutusmallin vilille voidaan luoda monen-

laisia X:n, Z:n ja Y:n vilisia riippuvuuksia kuvaavia malleja. Esimerkiksi tarkastel-
laan hypoteesia, ettd Y on riippumaton X:sta, Z:sta, eli

H() P Tk = Tj+T 44k kaikille 7, ] ja k. (610)
Télloin Poissonin log-lineaarinen malli solufrekvenssien odotusarvoille y;; on muotoa
M(XZ,Y): log(pijr) = Bo + B7 + B; + B, + B

Mallissa M(X Z,Y") parametrit 77 kuvaavat, ettd muuttujien X ja Z vililld voi olla
riippuvuutta, mutta muita yhdysvaikutustermeja mallissa ei ole.
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Voidaan myo6s ajatella, ettd X ja Y ovat keskendén ehdollisesti riippumattomia an-
netulla Z = z; arvolla. Merkitdén ehdollisia todenndkdisyyksia seuraavasti:

P(X =2, Y = yp|Z = 2j) = mipy;- (6.11)

Jos X ja Y ovat keskendan ehdollisesti riippumattomia annetulla Z = z; arvolla, niin
talloin on voimassa hypoteesi

Ho @ Ty = Tigj T4k kaikille ¢, j ja k. (6.12)
Hy hypoteesi on yhtéd kuin hypoteesi

Hy : mijp = w kaikille i, j ja k. (6.13)
+i+

Hjy hypoteesia vastaava log-lineaarinen malli on nyt muotoa

M(XZ,ZY): log(pijk) = Bo + B7 + B} + B + Bi; + By
Mikali muuttujat X, Z ja Y voivat kaikki olla pareittain keskendén riippuvaisia, log-
lineaarinen malli on silloin muotoa

M(XZ, XY, ZY):  log(uijr) = Bo+ Bi + B; + By + B + By + Bji.-
Mallia M(X Z, XY, ZY') kutsutaan homogeenisesti riippuvaiseksi malliksi.
Testataan hypoteesia, ettd Y on riippumaton X:sté, Z:sta, eli
H() Tk = T+ T4+ k kaikille ’i, j ja k. (614)

Hy hypoteesin vallitessa Poissonin log-lineaarinen malli solufrekvenssien odotusarvoil-
le p1;j% on muotoa

M(XZ,Y):  log(pgr) = Bo+ BF + B + BY + B -

Mikali Hy hypoteesi ei ole voimassa, voidaan ajatella, ettd solufrekvenssien odotusar-
vot i noudattavat Poissonin log-lineaarista yhdysvaikutusmallia

M(XZY): log(pigr) = Bo+ BF + B + By + By + By + B + Bijic -
T&lloin Hy hypoteesi vastaa hypoteesia
Ho: B30 =0, B = 0, B3 = 0. (6.15)

Hj hypoteesia voidaan talloin testata laskemalla mallien M(X Z,Y) ja M(XZY) de-
vianssien erotus

DM(XZ,Y)) = D(M(XZY)), (6.16)

ja tutkimalla voisiko devianssien erotus noudattaa y2-jakaumaa, jonka vapausasteet
ovat mallien M(X Z,Y) ja M(X ZY') parametrien lukuméérien erotus.
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Jos kuitenkin tiedetadn jo etukéteen, ettei muuttujien X, Z ja Y vililla ei ole voimassa
kolmen muuttujan yhteinen yhdysvaikutus, eli mallissa M(X ZY') parametrit ijzky
ovat nollia, niin silloin mallia M(X Z,Y") voidaan verrata homogeenisesti riippuvaan
malliin M(X Z, XY, ZY). Eli hypoteesi
Hy : mijl = Tijs Tyt kaikille 7, j ja k. (6.17)
vastaa hypoteesia
Hy: B}y =0, B]Z};,’ =0, (6.18)

ja tdten Hp hypoteesi voidaan testata laskemalla mallien M(X Z,Y) jaM(X Z, XY, ZY)

devianssien erotus

DM(XZ,Y)) — DIM(XZ, XY, ZY)). (6.19)

6.4 Jarjestysasteikolliset muuttujat

Olkoon muuttujat X ja Y jérjestysasteikollisia. T&lloin X:n ja Y:n tulosvaihtoehdot

1=1,2,...,1jaj=1,2,...,J voidaan jarjestda esimerkiksi nousevaan jarjestykseen.
Olkoon nyt w1 < ug < --- < wuy muuttujan X tulosvaihtoehdoille ¢ = 1,2,...,1
madriteltyja lukuarvoja, ja vastaavasti olkoon v; < vy < .-+ < vy muuttujan Y
tulosvaihtoehdoille j = 1,2, ..., J méaariteltyja lukuarvoja.

Tarkastellaan muuttujien X ja Y valista lineaarista riippuvuutta. Mikali muuttujat
ovat riippumattomia, I x J-ristiintaulukon solufrekvenssien odotusarvoja p;; voidaan
talloin mallintaa Poissonin log-lineaarisella paavaikutusmallilla

M(X,Y):  log(uij) = Bo + B7 + B}

Mikali muuttujien X ja Y valilla ajatellaan olevan lineaarista riippuvuutta, voidaan
lukuarvojen u; ja v; avulla mallintaa muuttujien vilistd mahdollista lineaarista riip-
puvuutta. Lineaarisen riippuvuuden tilanteessa oletetaan, ettd I x J-ristiintaulukon
solufrekvenssien odotusarvot j;; muodostuvat Poissonin log-lineaarisesta mallista

M(XLYL) : log(,uij) =B+ ﬂluivj + ﬁlx + ,3;/

Y1la olevaa malli kutsutaan lineaarisen riippuvuuden malliksi.

Muuttujien X ja Y vilisté lineaarista riippuvuutta voidaan nyt testata mallin M (X Y7)
avulla tarkastelemalla hypoteesia

Hy: 81 =0,
Ho: B1#0 (6.20)

Hy hypoteesin testaus voidaan suorittaa joko Waldin testin 3 / &(Bl) avulla tai las-
kemalla devianssien erotus malleista M(X,Y") ja M(XY7):

D(M(X,Y)) = DOM(XLYL)). (6.21)
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