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Luku n"" — n™, n > 3, on jaollinen luvulla 17

Johdanto

Tutkimme otsikossa mainitun potenssitornien erotuksen jaollisuutta.

Todistuksen kantava ajatus on potenssien jakojddnndsten jakso. Esimerkki
tastd on luvun kaksi potenssien viimeiset numerot: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,

256. Jakson pituus on nelji, eli lukujen 2" ja 2"+ viimeinen numero on sama.

Todistus koostuu kolmesta osasta. Ensin osoitamme, ettd n™ — n on jaol-
linen neljilli. Sitten piittelemme téstél, ettd n™ — n™ on jaollinen luvulla
16, josta lopuksi paittelemme alkuperiisen viitteen. Kdymme vaiheet lapi

kidnteisessi jarjestyksessd, kuin purkaen potenssitornia pala kerrallaan.

Merkinnit ja mairitelméit

Merkinté [a], tarkoittaa jakolaskun a/b jadnnostd. Esimerkiksi [18]5; = 3,
ja [a]ip on luvun a viimeinen numero normaalissa kymmenjarjestelméassa.

Selviisti [a], = 0 merkitsee, etti b jakaa luvun a tasan.!

Luvut ovat keskenddn jaottomia, ellei niilla ole yhtd suurempaa yhteista ja-
kajaa. Esimerkiksi 15 ja 21 eivit ole keskenddn jaottomia, koska molemmat

ovat kolmella jaollisia.

'Lihdeteoksissa jakojisnnoksen sijaan kiytetdin kongruenssin kiisitettd. Niiden yh-

teydestd ks. esim. [1, s. 18-22]
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Ensimmainen vaihe: Fermat’n pieni lause

Fermat'n pienen lauseen mukaan [a?], = [a], aina, kun p on alkuluku [2, s.

99|. Koska 17 on alkuluku, pétee [a'"]y7 = [a]17 eli [a'®T]17 = [a']y7.

Tiedetadn, ettd [abl. = [[a]c[b]c]c. [1, s. 20 seuraus| Tamé& tarkoittaa, ettd
voimme laskea tulon jakojadnnoksen kertomalla jadnnokset: Esimerkiksi tu-
lon 53 - 76 viimeinen numero on sama kuin tulon 3 - 6 viimeinen numero.

16er]n = [[Cln]n[abfl]l?]l? = [[al]n[ab*l]w]n = [abh7

Niistd péidttelemme [a
ja laajemmin [a'®"™*];; = [a"];7, kun n € N. Yleisemmin kun p on alkuluku,

toistavat luvut [a'],, [a?],, [a®]p, - .. itseddn jaksolla, jonka pituus on p — 1.

Osoitamme seuraavaksi, ettd haettu jakson pituus on 16 eli [n™" —n"];5 = 0.

Toinen vaihe: Carmichaelin funktio

Carmichaelin funktio \(a) tarkoittaa pienintii lukua b, jolla pétee [a’], = 1

aina, kun a ja b ovat keskenédén jaottomia [4, s. 13-14].

My6s Carmichaelin funktio on helpoin ymmaértda jaksona. Kun esimerkiksi
100 ja 27 on keskeniiin jaottomia, toistavat lukujen 27!, 272, ... viimeiset
kaksi numeroa itseddn jaksolla, jonka pituus on enintddn A(100). Sama ei
valttimittd pade lukuihin 28!, 282, ..., koska 100 ja 28 ovat molemmat

jaollisia luvulla 4, eivitka siis keskenédén jaottomia.

Jos n on parillinen ja kahta suurempi, niin selvisti sekid n”" etti n" ovat

jaollisia luvulla 16, jolloin niiden erotuskin on.

Koska 16 = 2%, ovat 16 ja n keskenifin jaottomia, kun n on pariton. Tiedim-

me, ettd A(16) = 4.[3]

Osoitamme lopuksi, ettd n™ — n on jaollinen neljilld, kun n on pariton.
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Kolmas vaihe: n” — n on jaollinen neljalla

Jos n on pariton, se on joko muotoa 4m + 1 tai 4m + 3, jossa m € N.

Selvésti [4m + 3]; = 3. Edelld totesimme, ettd tulon jakojid&nnos lasketaan
kertomalla tekijoiden jakojadndkset ja ottamalla tuloksesta vield kerran ja-
kojddnnds. Siis [(4m + 3)(4m + 3)]4 = [3 - 3]s = 1. Havaitsemme, ettd luvut
[(4m + 3)'4, [(4m + 3)2]4, [(4m + 3)3]4, ... muodostavat itsedin toistavan

sarjan 3,1,3,1,... Téssi sarjassa siis [(4m + 3)%|, = 3 aina, kun a on pariton.

Siis edellisen perusteella [(4m + 3)*™ %3], = 3, ja kun tistd vihennetiin

[4m + 3], = 3, on tulos neljlla jaollinen.

Jos n on muotoa 4m + 1, paddsemme viela helpommalla. Nyt [(4m + 1)"], =

[17], = 1, ja tietysti talloin [(4m + 1)@+ — (4m + 1)), = 0.
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