ALGEBRALLISISTASINGULARITEETEISTA

Arvoisat kuulijat! Haluan ensimmaiseksi kiittd4d Suomalaista Tiedeakate-
miaa osakseni tulleesta huomionosoituksesta. Olen t&sta erityisen iloinen
siitd syystd, ettd tutkimusalani kommutatiivinen algebra ja algebrallinen
geometria ja ovat Suomessa varsin tuntemattomia. Algebrallinen geomet-
ria on talla hetkelld yksi modernin matematiikan keskeisista osa-alueista.
Se liittyy laheisesti kommutatiiviseen algebraan, kompleksianalyyttiseen
geometriaan ja lukuteoriaan, mutta silld on yhtymakohtia my6s useimpiin
muihin tarkeisiin matematiikan aloihin. Sen sovellukset ulottuvat mate-
maattisesta biologiasta ja teoreettisen fysiikan saieteoriasta geometriseen
mallinnukseen ja mobiililaitteissa kéytettaviin salausjarjestelmiin.

Algebrallinen geometrian voidaan alun perin katsoa saaneen alkunsa an-
tilkin Kreikasta. Kreikkalaiset eivat kuitenkaan tunteneet koordinaatteja
eivatkd tuntemattoman sisaltavéan yhtalon késitettd. Kehitys kohti moder-
nia algebrallista geometriaa alkaakin varsinaisesti Descartesin ja Fer-
mat’n keksinndstéd kuvata pisteen sijaintia euklidisessa avaruudessa sen
koordinaattien avulla. Tamé keksintd synnytti koulusta jokaiselle tutun
analyyttisen geometrian. Analyyttisessa geometriassa geometrinen kuvio
madritelladn niiden pisteiden joukkona, joiden koordinaatit toteuttavat
tietyt yhtalot. Algebrallinen geometria keskittyy tutkimaan niitd geometri-
sia kuvioita ja muotoja, jotka voidaan mééritelld kayttdmalla polynomi-
yhtaldita. Yksinkertainen esimerkki on paraabeli, jonka yhtald on y=x.
Yhden polynomiyhtalon tilalla on kuitenkin tavallisesti polynomiyhtalois-
t& koostuva yhtaloryhma, jossa voi olla mikd tahansa maara muuttujia.
Tallaisen yhtaléryhman ratkaisujen sanotaan muodostavan algebrallisen
variston. Algebralliset varistot ovat siis olla algebrallisia kéyria, pintoja
tai ndiden korkeampiulotteisia vastineita. Voimme etsia yhtaloryhmal-
lemme ratkaisuja reaalilukujen joukon sijasta my6s muista lukujoukoista
kuten kompleksilukujen joukosta. Kokonais- tai rationaalilukuratkaisut
antavat taas tietoa lukuteorian kysymyksisté.

Usein sanotaan, ettd algebrallisessa geometriassa tutkitaan geometriaa po-
lynomien avulla ja polynomeja geometrian avulla. Algebrallinen geometria
perustuu kommutatiiviseen algebraan samalla tavalla kuin differentiaaligeo-
metria differentiaalilaskentaan. Kommutatiivisen algebran ohella algebrallinen
geometria k&yttdd myos topologian, differentiaaligeometrian ja kompleksiana-
lyysin menetelmid. Nojautuminen algebraan mahdollistaa geometrisen intuition
soveltamisen myads tilanteisiin, joissa ei voida piirtdd kuvaa. Téllaisia tilanteita
ovat esimerkiksi lukuteorian ongelmat.

Polynomien kéaytdsta on paljon etuja. Polynomit ovat saannollisesti kéyt-



taytyvié funktioita. Algebrallinen geometria on tassé mielessa hallittua
geometriaa verrattuna esimerkiksi fraktaaligeometriaan. Vaikka luonnossa
esiintyvat muodot eivat tietenkaan aina ole algebrallisia, niit4 voidaan
usein approksimoida polynomeilla. Loppujen lopuksi tietokone osaa las-
kea vain polynomifunktioilla. Tietokoneiden laskentatehon kehittymisen
ansiosta itdvaltalaisen matemaatikon Buchbergerin 1960-luvulla keksi-
mista algoritmeista on tullut realistinen tapa ratkaista polynomiyhtaloista
koostuvia yhtaléryhmid myos kaytannossa.

Mika on singulariteetti? Olemme kuulleet avaruuden mustien aukkojen
singulariteeteista jotka imevat sisddnsa kaiken lahelle tulevan materian ja
joista avautuu uusia maailmankaikkeuksia. Matematiikassa sana esiintyy
eri yhteyksissa. Vaikka tilanne olisikin vdhemman pelottava, merkitsee se
aina jotakin tavalla tai toisella odotetusta poikkeavaa. Algebrallisella sin-
gulariteetilla tarkoitetaan algebrallisen variston pistettd, jonka kohdalla
varisto ei nayta siledltd. Singulariteetin kohdalla kéyré tai pinta voi leika-
ta itseddn tai siind voi olla terava kéarki tai kulma. Singulariteetin vasta-
kohta on siled piste. Siledssa pisteessa kayréd nayttaa aivan laheltd katsot-
tuna suoralta ja pinta tasolta. Variston singulariteeteilla voi olla sovelluk-
sissa varsin konkreettinen ja usein epatoivottu merkitys. Jos varistomme
pisteet kuvaavat robotin késivarren asentoja, niin singulariteetin kohdalla
k&sivarsi saattaa menettdd ohjattavuutensa tai se on jopa vaarassa rikkou-
tua. On selvéd, ettd tallaiset poikkeuspisteet tekevat tutkimuksesta mie-
lenkiintoista vaikkakin samalla haasteellista. Singulariteettien tutkimus
on keskeinen osa algebrallista geometriaa ja kommutatiivista algebraa,
mutta niité tutkitaan toki myods muilla matematiikan alueilla kuten esi-
merkiksi katastrofi- tai kaaosteoriassa.

Algebrallisilla singulariteeteilla on kuitenkin merkittdvéa ero muihin sin-
gulariteetteihin verrattuna. Algebralliset singulariteetit voidaan nimittain

variston pisteet voidaan para-
metrisoida siledn variston pis-
teiden avulla. Usein sanotaan,
ettéd varistolla on siled malli.
Havainnollisesti sanottuna
voimme ajatella varistomme
olevan sileén variston varjo.
Né&ette kuvassa itavaltalaisen
matemaatikon Herwig Hause-
rin taideteoksen Singularitee-
tin synty”. Siind nakyy, miten solmuksi kutsutun kayra singulariteetin
voidaan ajatella syntyvén avaruuskayran projektiona. On h&mmaéstytta-




vad, ettd taméa patee mille tahansa varistolle. Silotuksen olemassaolon to-
disti japanilainen matemaatikko Hironaka vuonna 1964. Yli 200 sivua
pitka todistus on viime vuosisadan matematiikan huomattavampia saavu-
tuksia. Se toi Hironakalle Fieldsin mitalin, jota voidaan pitdd matematii-
kan Nobel-palkintona. Hironakan todistus koskee itse asiassa vain komp-
leksilukukertoimisia yhtaloita. Vield avoin aritmeettinen tapaus on télla
hetkella erittéin aktiivisen tutkimuksen kohteena.

Hironakan todistus perustuu siihen, etta varistolle tehd&én perakkain ra-
jaytyksiksi kutsuttuja operaatiota, jotka jattavat siledt kohdat koskemat-
tomiksi, mutta parantavat askel askeleelta sen singulariteetteja. Olenkin
itse jo kauan tutkinut ns. rajaytysalgebroja, joiden avulla rajaytyksia voi-
daan kuvata algebrallisesti. Kuvassa nakyy kaksoiskartion rajaytys. Kak-
soiskartion siled malli on sylinteri. Ndemme, ettd sen kérjessa oleva sin-
gulariteetti syntyy, kun sylinterin pinnalla olevan ympyré luhistuu pis-
teeksi. Tasmallisemmin sanottuna rgjaytys on tietty koordinaatistomuun-
nos.

A

Hironakan tuloksen merkitys algebralliselle geometrialle on siing, ettd sen
avulla on tietyssa maarin mahdollista soveltaa sileille varistoille voimassa
olevia tuloksia mihin tahansa varistoon. Sileén pisteen lahelld yhtalomme
voidaan ratkaista: implisiittifunktiolauseen avulla voimme lausua tietyt
muuttujat muiden avulla. Saamme télla tavoin selkedn kasityksen siité,
milta varistomme tdssa kohdassa néayttaa.

Singulariteetin kohdalla emme voi menetelld ndin. L&helld singulariteettia
ei ole helppo kuvata variston muotoa edes tietokoneen avulla. Voimme
kuitenkin turvautua silotukseen. Silotus toimii talloin ik&&n kuin voimak-
kaana suurennuslasina. Sen avulla voimme yrittdd ymmartad, miten sin-
gulariteetti on syntynyt ja mika on sen rakenne.

Milloin toisen singulariteetin voidaan sanoa olevan pahempi kuin toinen?



Milloin singulariteetit ovat ekvivalentteja? Néaihin kysymyksiin pyritdén
vastaamaan luokittelemalla singulariteetteja. Luokittelu ei ole helppoa.
Jo pintojenkin singulariteetteja osataan luokitella vain erikoistapauksissa.
Singulariteetin monimutkaisuutta voidaan yrittd4 mitata liittdmalla sithen
sopivia lukuja — sen ns. numeerisia invariantteja. Tallaisia lukuja konst-
ruoidaan usein silotuksen avulla. Talla hetkell& aktiivisen tutkimuksen
kohteena ovat ns. hyppyluvut. Hyppyluvut liittyvat kertojaideaalien teori-
aan. Kertojaideaalit ovat uusi tehokas tyokalu singulariteettien tutkimuk-
sessa.

Olen viime aikoina tutkinut algebrallisten tasokdyrien singulariteetteja ja
niiden hyppylukuja. Nimitys tasokdyré on siind mielessa harhaanjohtava,
ettd kompleksinen algebrallinen ké&yra on itse asiassa pinta neliulotteises-
sa reaalisessa avaruudessa. Yksi singulariteettien luokitteluperuste on
singulariteetin topologinen tyyppi eli
sen muoto. Tama saadaan selville leik-
kaamalla kayraa pienell& pallolla. Tal-
I6in syntyy singulariteetin solmu. Ku-
vassa nakyy kérjeksi kutsuttu kayrasin-
gulariteetti ja sen solmi. Siledssé pis-
teessd solmu olisi triviaali eli tavallinen
ympyra. Viime vuosisadan alusta lahti-
en on etsitty kdyrdn numeerisia inva-
riantteja, jotka maaraisivat sen muodon.
N&it4 onkin l0ydetty useita. Oppilaani
Tarmo Jarvilehto onnistui vaitoskirjas-
saan todistamaan, etta hyppyluvut voi-
daan lisaté tahén luetteloon




