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1 Johdanto

1.1 Tutkielman sisalto

Tutkielmassa seuraamme lihteend Salasin oppikirjaa Calculus [2]. Aluksi lu-
vussa [2| annamme L’Hospitalin sdédnnon todistamisessa tarvittavia mééritel-
mid ja lauseita. Luvussa |3| maarittelemme, johdamme ja todistamme sdin-
non. Lopuksi sovellamme sdantoa esimerkkeihin.

Lukijalta edellytdmme derivoinnin ja integroinnin perusteiden osaamis-
ta: raja-arvon, jatkuvuuden, derivoituvuuden ja vilien késitteiden ja néihin
liittyvien merkintéjen tuntemista.

Tutkielmassa kidytdmme sdannostd nimed [’Hospitalin sddnto. S&annon
nimi esiintyy myts muodossa "'Hopitalin tai ’'Hopitalin sddnto. Sdanto sai
nimensa I’Hopitalin markiisilta, jonka aikaan nimi kirjoitettiin 'I’'Hospital’.
My6hemmin ranskan kielessd on poistettu I’'Hospitalista dantyméaton s’ ja

merkitty ’o’-kirjaimen yldpuolelle sirkumfleksi: I'Hopital. [3]

1.2 Saannon syntyhistoria

L’Hoépitalin markiisi Guillaume Frangois Antoine (1661-1704) oli ranskalai-
nen matemaatikko. Han palkkasi vuonna 1694 opettajansa Johann Bernoullin
(1667-1748) pitdméasan hinet ajan tasalla tdmén uusista ideoista. L'Hopital
sai my6s luvan kiyttda tuloksia haluamallaan tavalla, joten hén julkaisi ne
vuonna 1696 kirjassaan [’Analyse des Infiniment Petits pour I'Intelligence des
Lignes Courbes (suomeksi jotakuinkin "A#rettomin pienen analyysiii kiy-
rien ymmartamiseksi”). Tassa ensimmaéisessa analyysin oppikirjassa on myos
tutkielmamme aiheena oleva menetelmé, jota alettiin nimittda 1’Hospitalin
sddnnoksi.

L’Hopital kiitti esipuheessaan Bernoullia eiké halunnut kunniaa anonyy-
misti julkaisemistaan tuloksista. L’Hopitalin kuoleman jalkeen Bernoulli va-
litti usein I'Hopitalin plagioineen hantd. Aikalaiset eivit uskoneet kateelli-
sen maineen saanutta Bernoullia mutta nykytutkimus vahvistaa niin tdmén
sdannon kuin valtaosan muistakin kirjan tuloksista olevan hdnen ansiotaan.

Nimitys I’'Hospitalin sdént6 on kuitenkin vakiintunut kiyttoon. [II, s. 592-594|



2 Esitietoja

Tamén otsikon alla on méaaritelmia ja lauseita, joita tarvitaan I’Hospitalin
sdannon todistamisessa.

Tutkielmassa kaikki luvut ovat reaalilukuja ellei toisin mainita. Samoin
funktiot ovat yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita. Kun kiytam-
me "Hospitalin sdéntoa laskuissa, viittaamme siihen merkitsemélld yhtiasuu-

ruusmerkin yldpuolelle tahden: =.

2.1 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

Miiritelma 2.1. Olkoon funktio f méiritelty valilla |c¢ — p,c[U]¢,c+ p|,

missd p > 0. Tall6in merkitsemme, ettéd

lim f(z) = L,

r—cC

jos jokaista lukua e > 0 kohti on olemassa sellainen o > 0, etté
O<|z—cl<é = |f(z) — L| <e.
Sanomme, ettd funktiolla on silloin raja-arvo L pisteessd c.
Tarvitsemme myos toispuoleisten raja-arvojen médritelmaét.

Maiésritelmé 2.2 (Vasemmanpuoleinen raja-arvo). Olkoon funktio f mééiri-

telty valilld | ¢ — p, ¢[, missd p > 0. T&lloin merkitsemme, etta

lim f(z) =L,

Tr—cCc—

jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté
c—d<z<c = |f(z) — L| <e.
Talloin funktiolla on vasemmanpuoleinen raja-arvo L pisteessi c.

Miiritelmi 2.3 (Oikeanpuoleinen raja-arvo). Olkoon funktio f mééritelty

valilla | ¢, ¢ + p [, missd p > 0. Talldin merkitsemme, etté

lim f(z) =L,

r—ct



jos jokaista lukua e > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté
c<zr<c+d = |f(z) — L| <e.
Talloin funktiolla on oikeanpuoleinen raja-arvo L pisteessd c.

Lause 2.1. Jos sekd vasemmanpuoleinen etld otkeanpuoleinen raja-arvo on

L pisteessi ¢, niin myds funktion raja-arvo pisteessdi ¢ on L ja pdinvastoin.
Matemaattisin merkinnéin kirjoitamme tdméan seuraavasti:

lim f(z) = lim+ flz)=1L & lim f(z) = L.

Tr—cCc™ Tr—C r—cC

Todistus. Ks. [2], s. 80]. O

Maiésritelmi 2.4 (Funktion jatkuvuus). |2} s. 93] Olkoon funktio f mé&éri-
telty ainakin avoimella valilld | ¢ — p, ¢ + p[, missd p > 0. Funktio on jatkuva
pisteessd c, jos funktion raja-arvo on sama kuin funktion arvo téssé pisteessi
eli jos

lim f(z) = /(o)

Tr—cC

Samaan tapaan kuin raja-arvojen kanssa, méarittelemme toispuoleiset

jatkuvuudet.

Maéaritelma 2.5 (Toispuoleinen jatkuvuus). [2] s. 98] Funktio f on jatkuva

vasemmalta pisteessd c, jos

lim f(z) = f(c).

Tr—cCc—

Funktio on jatkuva oikealta pisteessd c, jos

lim f(x) = f(c)-

r—ct

2.2 Cauchyn viliarvolause

Cauchyn viliarvolauseen on Lagrangen viliarvolauseen (ks. [2, s. 197-199])

yleistys.

Lause 2.2 (Cauchyn véliarvolause). Oletetaan, etti f ja g ovat derivoituvia
valilld | a, b ja jatkuvia valilld [a,b]. Jos ¢'(x) # 0, kun x € | a,b|, niin on
olemassa sellainen piste ¢ valilli | a,b|, ettd

e _ fb) - i@

g(c)  gb)—gla)
Todistus. Ks. [2] s. 613]. O




3 L’Hospitalin saanto

3.1 Saanto ja sen todistus

L’Hospitalin sadnnon avulla voidaan helposti ratkaista epdamddrdisessd muo-

dossa (kuten 3, ) olevia osaméaiirin raja-arvoja.

Lause 3.1 (L’Hospitalin sééinté, muoto §). Oletetaan etti derivoituvat funk-

tiot [ ja g ldhestyvat lukua 0, kun © — ¢, v — ¢, x — ¢, * — 00 tai

f(=z) f(z)

r — —00. Jos silloin == — L, niuin T L, missd L € | —o0,00].

!
g'(z)
Koska raja-arvo on yksikisitteinen, voimme siis merkité

@) . S,

lim ——~= = lim =
r—cC g(x) T—cC g’(x)

Y

jos annetut ehdot ovat voimassa.

Huomautus 1. L’Hospitalin sdanto pitee myos muodolle 2. Sivuutamme sen
todistamisen ja keskitymme muotoon %. Muut epdmaéaraiset muodot kuten
oo” voidaan usein muuttaa niihin kahteen muotoon aritmeettisin operaa-
tioin [2] s. 617-618].

Huomautus 2. Sddnndn mukaan emme voi paatelld mitdan siitd, jos derivoi-
dulla osaméaaralld f'(x)/g¢'(x) ei ole raja-arvoa. Silloin osaméaéralla f(x)/g(z)

voi olla raja-arvo tai sitten ei. [2 s. 619]

Todistamme nyt ’'Hospitalin sd&dnnon tapauksessa x — c. Aluksi todis-
tamme, ettd sdantd pitee, kun x lahestyy pistettd c oikealta, sitten vasem-
malta ja raja-arvon ollessa molemmissa sama toteamme, ettd ndin on myos

tapauksessa x — c.

Todistus. Kaytdmme todistuksessa |2 s. 613-614] apuna Cauchyn véliarvo-
lausetta 2.21

Oletamme aluksi, ettd kun x — ¢*, niin

fl@) =0, g(z) =0 ja
Meidén pitdé osoittaa, etta

lim —= = L.
smet g(2)

6

f(z)
9



Tieddmme funktion (oikeanpuoleisen) raja-arvon mééritelmén [2.3| perus-
re _
g'(x)

valilld [¢, ¢ + k[ (missd h > 0) ja ettd ¢'(x) # 0 (koska osaméirin raja-arvoa

teella, ettd koska lim,_ .+ L, niin sekd f'(z) ettd ¢'(z) ovat olemassa
el muuten olisi olemassa). Asettamalla f(c) = 0 ja g(c¢) = 0 varmistamme,
ettd f ja g ovat molemmat jatkuvia vililld [c, ¢+ h] (mééritelmé 2.5). Nyt
tieddmme Cauchyn véliarvolauseen eli lauseen perusteella, ettd on ole-

massa sellainen luku ¢, € | ¢,c+ h[, ettd

fen) _ fleth) = fe) _ fle+h)

g'(cn)  gle+h)—glc) glct+h)

Jakun h — 07, niin c+h — ¢ ja ¢, — ¢, joten saamme, ettd lim,_, .+ % =

lim,_, .+ %. Siis sdanto pétee oikeanpuoleisen raja-arvon tapauksessa.
Sivuutamme vasemmanpuoleisen raja-arvon tapauksen x — ¢~ todista-
misen, joka etenee vastaavalla tavalla. Koska molemmilta puolilta ldhesty-
tddn samaa raja-arvoa L, niin toispuoleisten raja-arvojen lauseen mu-
kaan raja-arvo on L myds, kun x — c. Siis I’'Hospitalin sdanto pitee kaikissa

néissa tapauksissa. O

On viela jaljelld tapaukset © — oo ja z — —o0. Todistamme ensimmaisen
mutta sivuutamme toisen, koska se etenee vastaavalla tavalla ja lukija voi

toistaa todistuksen itse.

Todistus. Oletamme, ettd f(z) — 0 ja g(z) — 0, kun z — oo, ja ettd
f@) _ 1

g(x)
Nyt teemme muunnoksen = = 1/¢t, jolloin t = 1/x. Kun z — oo, niin

lim, e

t — 07. Saamme muokattua raja-arvon muotoon

L C I VL)
e g)  eor g (L)

Nyt kilytamme 1’'Hospitalin sdéntoa tilanteessa ¢ — 07, miki on jo todistettu

oikeaksi, ja muutamme takaisin x = 1/¢, jolloin saamme

FOM L S @)

oot (L)1) emor g(1/t)  amso g(z)

y = lim, o % eli 'Hospitalin

Saimme siis todistettua, ettd lim, ..

sdanto péitee tilanteessa r — oo. O



3.2 Esimerkkeji

Esittelemme muutaman esimerkin. Mukana on myd&s esimerkki 1’'Hospitalin

sdannon viarinkaytosta.

Esimerkki 3.1. Tdma mukailee 1dhteen esimerkkid 2 |2, s. 612|. Mikd on

funktion szﬁ raja-arvo, kun x ldhestyy pistettd 07 Huomaamme, ettd kun

x = 0, niin sin(x) = 0 ja x = 0, joten osam#érd on epdméiirdinen muoto
2. Derivoimme osoittajan (D(sin(z)) = cos(z)) ja nimittdjin (D(z) = 1) ja
kiytamme I'Hospitalin sdintod (=), jonka jilkeen lasku etenee normaalisti.
Siis
lim sin(x)  lim cos(x) _ cos(0)
xz—0 x z—0 1 1

= 1.

Saimme osamaérin raja-arvoksi 1.

Esimerkki 3.2. Hieman monimutkaisempi esimerkki sisiltéisi kaksinkertai-
sen I’Hospitalin kiyton. Ehdot pitda tarkistaa joka kerta, kun sdantoa kay-
tetddn. Laskussamme osamadridn osoittaja ja nimittaja lihestyvit lukua 0,
kun z — 0. Koska samoin kdy myos derivoinnin jilkeen, voimme kdyttad

I’Hospitalia toisenkin kerran:

r* 4+ —sin(z) . . 2r+1—cos(x) . I 2 +sin(x) 2 9
= = 1im--———-- = — = 2.

z—0 1 — cos(x) z—0 sin(x) z—0  cos(x) 1

Raja-arvoksi saimme siis luvun 2.

L’Hospitalia ei kuitenkaan voi kiiyttad ihan huoletta. Seuraava esimerkki

valaisee, mita kiy jos osaméiirin epamaéadriisyyden tarkistusta ei tehda.

Esimerkki 3.3 (Viirin laskettu). Esimerkissimme osoittaja saa arvon 1

5, jolloin raja-arvoa ei ole. Emme huomaa

tatd emmekd tarkista, onko osaméird muotoa 8, vaan jatkamme iloisesti

vihellellen I’'Hospitalilla ja lasku menee pdin petadjaa:

ja nimittdja arvon 0, kun z —

lim = lim ———— = - =0.

sin(x) . ’ cos(x) 0
z—Z cos(r) 2—I —sin(z) 1

Néin ei voi tehdd. L'Hospitalia saa kiyttdd vain, jos alkuehdot (f — 0 ja
g — 0) tayttyvit.



Esimerkki 3.4. Téssé esimerkissé [2, s. 618, esimerkki 5] raja-arvo pitda en-
sin muuttaa muotoon %. Raja-arvossa lim, = (tan z —sec 2) molemmat funk-
tiot tan z ja sec x lahestyvit adretontd, kun x lahestyy pistettd 5. Muunnam-

me ensin erotuksen sopivaan muotoon, jolloin saamme

sin 1 sinz — 1
tanx —secx = - = .
COST COSZ COS T
. . sinz—1 ceeees e 0 -
Nyt raja-arvo hqug Teosz  Oh epamaarainen g, joten
. sinx—1 . cos T
lim —— = lim ——— = — =0.
z—%  COSZ a—% —sinx -1

Siis lim, = (tanz — secx) = 0.
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